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I n l e d n i n g 

Avsikten med denna föreläsningsserie är att bevisa de i tillämpningarna, 
. , 

viktigaste resultaten i funktionalanalysen ooh exemplifiera deras användning. 
Historiskt sett är det naturligt att framhäva tillämpningarna eftersom funk-

) tionalanalysen ha~ uppstått genom abstraktion från konkrete metoder och prob
lem inom analysen. Banaohs klassiska lärobok, Theorie des operations lineaires 

(19'2), hads fortfarande en sådan inriktning. De framsteg aom eedan dess· 
) gjorts i teorin har i stor utsträokning hängt samman med nya problemstij.ll

ningar inom analyeen, exempelvis i anslutning till diatributionsteorin. 
Den nyaste utveoklingen .(se Grothendieok, Espaoes veotoriels topologiquss, 
Sac Paulo 1958) kommer emellertid helt att förbigås liksom större delen av 
den nu klassiska teorin för lokalt konvexa rum. 

Valet av material präglas av subjektiva erfarenheter angående värdet 
i tillämp~ngarna, främet hämtade från teorin för partiella differential
ekvationer. Tyvärr saknas här vissa i tillämpningarna viktiga moment, ,sär
skilt Krein-Milmans sats ooh diverse,fixpunktsatser (Sohauder, Leray). 
För 4essa hänvisas till litteraturen. Exemplen har va+ts så enkla att de 

ofta kan behandlas utan svårighet med direkta metoder. De är alltså bara 
) avsedda att illustre~a hur man anpassar problem i analyssn till funktional

analytisk behandling. 

stockholm i mars 1964 

Lars Hörmander 

.. 
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Kapitel I 

~ktorru!\l 

1.1. pefini~ioneri dim§psionsbegreppet. Vi skall i detta kapitel stude-

ra allmänna vektorrum utan topologi för att belysa topologins roll i de 

senare resultaten.. 
) , , 

Definition 1.1.1. Ett vektorrllm Vi5varda reella talen Jl (de komplexa ta-

) 
- len iii) är en mängd - vars element kallas vektorer - i vilken till tv! god-

tyckliga x ooh y EV finns tillordnat e-tt element x+y EV, och till varje 

x E V och a E11 (resp. 11:) Hnns tillordnat ett element ax E V så att följande 

villkor är uppfyllda: 

I) Additionen är kommutativ, dvs. x+y" y+x för alla Je, yEV, 

associativ, dvs. x+(y+z) ~ (x+y)+z. för alla x,y,zEV. 

Det finns ett element O &V så att O + x = Je för alla x E V • 

fl II) Multiplikationen med skalär är 

distributiv: a(x+y)" ax + ay för alla X,YEV och aG.K, 

y (a+b)x = ax + bx för alla x ""V och a,ll EK. 

III) Slutligen skall gälla att (ab) x m a(bx) för alla xEV och a, bE.K, 

1.x '" x och O.x " O för alla x 6V. 

Här har vi använt beteckningen K för ]l respektive IL I det sista villkoret 

beteoknar O ena gången ett element i K och andra gången ett eloment i V. 

Dessa villkor är för övrigt inte oberoende av varandra. 

Exempel. Om M är en godtyoklig mängd så bildar mängden av alla funktio-

ner på M med värden i K ett vektorrum. Om M har ändligt många punkter fås ett 
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vanligt koordinatrum. 

Av villkoren i definitionen följer ätt ekvationen x+y m Z för givna 

:le ooh z EV har en och endast en lösning y (;:. V. För om vi adderar (-1)X på _ 

bäda sidor får vi y Q z+(-1)x eftersom x+(-1)x ~ (1+(-1»x _ O.x ~ O. 

Omvänt Ber man genast att denna vektor y uppfyller den önskade ekvatio-

nen. I fortsättningen skriver vi -x i stället för (-1)X ooh z-x i stället 

för z+(-1)x. 

Defini t;!,on 1.1,2. Elementen xl' , 0-'; xk E V kallas lineärt beroende. 

om de't finns ett lineärt samband mellan dem 

k z: ajx j " O 
1 

med ajE K ooh inte alla aj lika med O. Om ett sådant samband inte exis-

terar kallas vektorerna lineärt oberoende. 

Med lineärkombinationer av elementen x1 ' ••• , xk menar vi alla 
k 

summor ~ ajx j med a 1, ... , ~cE:K. Villkoret för lineärt beroende k,a:n 

då också uttryokas så att något av elementen xl' •• " xk är en lineär kom-

l bination av de övriga • 
. , , 

Sats 1,1.3. Lät Xl' , •. , xk f- V ooh beteokna med V' mängden av alla 

) lineärkombinationer av Xl' •••• xk • Då är k+1 godtyokliga vektorer i V' 

lineärt beroende. 

Bevis! Satsen följer om~delbart av att varje homogent ekvationssystem 

med färre ekvationer än obekanta har en ioke trivial lösning. Vi skall emel-

lertid ge ett direkt bevis eftersom teorin för lineära ekvationssystem kan 
, . , 

härledas ur sats 1.1.3. Satsen är självklar då k = 1 och vi bevisar den all-

mänt genom induktion. Låt de k+1 vektorerna vara 
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k 

E " .... , k+1. ,i 
1 

Om alla ai,j w O så är alla Jr i '" O och satsen iir tri vl,al. l annat fall 

finns något ai.:! I O, och genom omnumrering kan vi åstadkomma att ak+1 ,k f O. 

~ ... t k, lineär-

kombinationer av xi' .•• , xk_
1 

och alltaå enligt induktionsförutsättningen 

lineärt beroende. Det finns alltsä tal e 1 , ••• , ck'" K ej alla O så att 

De'tta bevisar satsen. 
, , , 

Defilli ti2.!L, 1.1.4., Ett vektorrum V över K säges ha ändlig dimension 

," diI:l V"d över K om det finns d över re lineär'!; oberoende element i V men 

Mi element i V alltid är lineärt beroende över K. l rumat fall kallas V 

oändligdimensionelI t ech man skriver dim V = 00. 

Då det inte kan vara någon tvekan om vilken skalärkropp som avses så 

utelämnar man tillägget "över K~ vilket vi gör i fortsättningen. 

Definition 1.1,5. Elementen Xi' •••• XkE'I' kallas en bas för Vom varje 

k 
element i V på ett och endast ett "ätt kan skrivas L ajx j med aj E-K. 

1 

En ekvivalent definition iiI" Xi' •• 0' xk kallas en bas för V om de 

) är lineärt oberoende men x, xi' ••. , xk är lineärt bereende för varje XtfV. 

(Bevisa detta i detalj som övning.) 
, . 

.§ma 1.1.6. Låt V ha ändlig dimension. Varje bas i V har då ,'d.im V 01e-

ment. Om elementen Xi' ••• , xk f: V är lineärt oberoend,e så kan man finna 
, . , 

~:i,~. Om en bas har Xl ",lement sll. måste n < dim V eftersom elementen i .. 
en bas är lineärt oberoende. J\. andra sidan följGr av sats 1.1.3 att n+1 god-
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tyokliga element i V är lineärt boroende , all tel!. att aim V < n. Detta bevi~ 
'" 

sar det första påståendet. För att visa det andra väljer vi 'ett maximalt 

antal element lI'k.1' ••• , ~ som tillsammans med xl' • O" xk är lineärt obe-

roende. Då är Xl' 0'0' xw lineärt oberoende medan x, Xl' •••• XW är lineärt 

beroende för varje x<s:V. Alltså har vi en bas, vilket visar att N .. d. 

Definition 1,1,1, En delmängd V
1 

av ett vektorrum>V kallas ett under-

Ett underrum är tydligen ett vektorrum med samma räkneoperationer 

) som i V. (Om man vill vara noggrann säger man lin"ärt underrum i ,stället 

för underrum.) sätt nu X .. Y om x,YE:V och x-yEV1 , ooh låt V/V l vara 

mängden av alla restklasser med avseende på denna ekvivalensrelation. 

Eftersom x e Xl ooh Y II Y 1 medför att X+Y El xl'1-Y 1 sI!. beror restklasaen av 

en summa av 'tvI!. element i V bara pI!. elementens restklasser. Additionen i V 

induoerar all tal!. en addition i V Iv l' På samma sätt definieras multiplika- " 

tion med skalärer (=element i K),oOh V/Vol bUr då ett vektorrum, kvotrummet ,"~o' 

av Y med avseende på V
1

, 
, , , 

) 
~ition 1.~ Om Yl är ett underrum i V så kallar man dimensio-

nen för kvotrummet Y/V 1 för codimensionen av V 1 i V ooh beteoknar den med 

oodim V V
l 

eller bara oodim V1 om inget missförstånd kan tänkas, 
, , , 

Det triviala beviset lämnas som övning. 

~s 1.1.10, Om V 1 är "tt underrum av V så gäller 

dim V 1+ oodim V 1 ~ di,m V. 

Bevis. Det är klart att dim V är större än eller lika med v~rdera termen 

i vänstra ledet. I beviset räcker det därför att anta att dim V1 ooh oodim Vl 



) 

- 6 -

är ändliga tal n resp. m. Låt x 1 ' .00' xn vara en bas i V1 och låt Yl' ••• , 

Y m vara element i V vars restklasser modulo V j bild"r en bas för V/V l' Då är 
... 

Xj' .", xn ' Yj ' "0' ;Ym en ·bas för V. För till. varje xEV finns entydigt 

bestämda b
J
. så att x - b

j
y

1
- ••• - b Y har restklassen O. Denna skillnad 

111 m 

kan d.å på ett och endast ett sätt skrivas llIom a 1x j + ... + a.nxn , vilket bevi-

sa.r pås "Gåendet. 

oodim V V2 ~ oodim V V1 + codim V V2 • 
1 , . 

~~ J~nligt sats 1.1.9 kan vi reducera oss till fallet då V2 ,. {O~. 

ooh då sammanfaller påståendet med sats 1.1.10 •. " 
l I . 

I ändligdimensionella rum" kan man på grund av sa.ts 1.1.10 undvara be-

greppet codimension. Det är emellertid viktigt då V har oändlig dimension 

eftersom V 1 kan ha ändlig codimension ut~m att ha. ändlig dj.mension. 

Sats 1.1 .12. Låt V
1 

ooh V
2 

vara underrum i V ooh sätt 
. 

V1+V2 ~ {X 1+X2 ' x 1 EV i , X2 C V
2·;· 

YVilket ookså är ett underrum. Då gäller 

(1.1.1) dim (V II V 2) + dlm (V 1+V 2) '" dim V1+ dlm V2 ' 

• . 
)(1.1.2) codim (V 1 n V 2) + codim (V

1
+V2) '" codim V 1+ codim V2 ' 

. , 
(1.1.3) dim (V /i V 2) + codtm V2 '" codim (V 1+V 2) + dim 'ii" l' 

bilden av VI = V/V 2 i V/Vo' Enligt sat.s ·1.1.10 har vi då 

medan oorollarium 1.1.,11 och sats 1.1.9 ger 

codim V Vj = codim V' V j + codim V V' ~ codim W Wj + oodim V V'. 
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oodim W W1 m dim W2' Analogt gäller aodim W W2 ~ dim W1 oCh,eftersom 
. " . , 

dim W1+ dim W2 '" dj.m W enligt sats 1.1.10 följer nu (1.1.1)-(1.1.~). 

1.2. Lineära avbildningar, Lät V1 och V2 vara två vektorrum över K. 

En funktion T med defini Honsoinrådet V 1 och värdeförråd i V 2 kallas en 

lineär avbildning (transformation) av Vl in i V2 om den kommuterar med 

) vektoroperationarna. dvs, 

T(X+y) .. Tx + Ty (x ,y E; Vi 

l 
! Det är klart att summan av två lineära avbildningar av Vl in i V2, dafi-

sättningen av två lineära avbildn.ingar en lineär avbildning. 

Värdeförrädet 

är ett underrum av V 2 och ~EU!. till T som definieras av 

är ett underrum av V l' Kvotrummet V 2/WT brukar kallas .9'2kärnan till T • 
. ', , 

) 
Dafini tian 1.2.1. Med !l!Y!g'i',A,fi),:;:...1,..menar man dimensionen av värdeför-

rådet. 

Sats 1.2.2. Rangen för T är lika med codimenaionen av kärnan. 
, . , 

Bevis. Om xl' "0' ~EVl så är Tx1, ... , T'1t lineärt beroende i V2 

om och endast om restklasserna av Xl' "0' xk mod avseende på KT är lineärt 

beroende. 

Oorollarium 1.2.2' Om T är en lineär avbildning av V1 in i V2 sä gäller 



Bevi!1,.:. Omedelbar konsekvens av sats 1.2.2 och sats 1.1.10. 
, .. 

Corollarium 1 .2.~~ Om dirn V 1 = ,lim. V 2 < ro så gäller 

Speciell t är alltså WT ~ V 2 om och endas"!; om Tx ~ O då x ~ O. 

llevis. Omedelbar konsekvens av satserna 1. 2 ,2 och 1.1.10. 
, . 

Corollarium 1.2.4 kan löst formuloras så, Antalet lineärt oberoende 

villkor för lösbart",t 11'1 ekvationen Tx = y är lika med antalet lineärt 
) 

oberoende lösningar till. motsvarande homogena ekvation Tx c O. - En vik-

tig uppgift i f'unktionalanalysen är att i dot oändligdimonsionella fallet 

ge tillräckliga vHlkor fö:r- "tt donna sats skall vara riktig. Ett elementärt 

resultat av denna typ kan vi bovisa redan nu. 

• \J:~E'r~:r/ Sats 1.2.5!. Låt T vara en "tra ... '1.sformatiol'l av ändlig rang från V till 

V och låt I vnra den identiska operatorn i V. Då gäller 

Bevis. Mt N ~ ~. Då är K
1

_
T 

fiN ~ ~O}, för Tx ~ (I-T)~ = ° medför 

fl x '" O. Vidare gäller att N C W
1

_
T 

eftersom I-~' reduce:r;ar sig till i.denti-

teten iN. TJåt nu VI = V IN ooh beteckna bilden av WI_'J' resp. K
1

_P i V' 

) med W' resp. K'. Enligt förutsättningen är dim V I '" oodim V N ~ rang T < 00. 

följer av sats 1.1.9 att cOdim V Wr._P = codim V' W'. Då I-T avbildar N i N 

så induoerar I-T en lineär transformation S i det ändligdimömsionella rummet 

VI med kärna ooh värdeförråd K' 'resp. W',' (Observera att om (I-P)x ~ yeN så 

följer att (I-T)(x-y) ., Ty ffl O, alltså x-y "'KI-p') Satsen följer därför av 
, . . 

oorollarium 1.2.4. 
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Det finns emellertid lineära transformationer T av V i V för vilka 

dim K'1' ~ codim W'1' - Lät till exompel V vara rummet av alla sviter x ~ 
, . 

* (x1, x2 ' e.,) med vektoroperationerna definierade som motsvarande ope-

rationer på elementen xk ' Lät n vara ett fixt heltal ooh sätt 
... 

'1'x ft (xn+1, xn+2t., .... ) 

där eventuella koordinater med index < O skall läsas Bom O. Då blir 
~ 

dim KT = max (n, O), codim WT ~ max (-n,O), 

alltså dim K'1' - oodim W'1' ~ n. 

} Låt allmä.nt T vara en lineär avbildning av V 1 in i V2 , 
. , , 

Definition 1,2.6, Om dim K'1' ooh codim WT ej bMa är oändliga så 

, . 
(1.2,1) VeT) ~ dim K'1' - ocdim W'1' , 

--- " .• ----.-- •. ";·_';-.;.4-~"·.;t .... ;,, 

Index uppfyller den "logaritmiska lagen"l 
, , . 

Sats 1,2.7. Låt '1'1 vara en lineär avbildning av Vi in i V2 cch '1'2 

en lineär avbildning av V2 in i V
3

" För den lineära avbildningen '1'2'1'1 av 

) V1 in i V~ gäller då 

V('1'2T1) • V(T2) + V(T 1 ) 

) såvida högra ledet har mening, d.vs_ cm antingen d1m ~ < 00 för j .. 1, 2 
j 

eller också codim W'1' < cc för j .. 1, 2. 
, j 

Bevis. Observera :först att '1'1 avbildar ~ T på WT n ~ med kärnan 
2 1 1 2 

K'1' ' varför ccrollarium 1.2.3 ger 
1 

(1.2,2) dim K
'1'2'1'1 

m dim ~ + dim (W'1' n K'1' ). 
1 1 2 

Om dim K'1' < 00, 
j 

,j = 1, 2, följer där:för att dim ~ T < 00. Betrakta vidare 
2 1 

den sammansatta avbildningen 
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V 2 22» V" «--'op V3/W", m • 
./ .1:

2
.1: 1 , , 

Kärnan är K,], + VIT OGh värdeförrådet iiI' W", IWm T • Av oorollarium 1.2.3 
2 1 , , ... 2 "2' 1 

får vi därför med. användning LW sats 1.1.9 
I , 

(1,2.3) oodim (KT +W']' ) + oodim VI" ~ d,im (V
3

/W", T ) ~ cOdim WT ']' • 
'2 1 "2 "2 1 , 2 1 

Alltså är oodim WT T 
J. ., 2 1 

Hgt (1.1.3) 

< ro om Godim IVT , < ro för .i " 1, 2. Nu gäller en
a 

dim (WT rl K~, ) + Godim WT = codim (w']' +Krf. ) + dim KT • 
'1 2 1'1 '2 2 , , 

Addition av Jim K.r + oodi.m W'l' till båda sidor ger enligt (1.2,2) ooh (1,2.3) 
1 2 

dim KT Ir + codim ViT ... codim Wm '" codim Wm '" + dim Kr + dim KT ' 
2 ': , 2 "1 .1. 2"1 1 '2 

vilket bevisar satsen. 

, , 

hyperplan om codim V 1 ~ 1. Detta medför at·t de enda underrum av V som om-

fattar V 1 är V och V 1 själva. VI skall. bevisa, 

innehåller (let. 

Detta påstihmd.e kan också :formuleras på följande sätt: 

Sats 1~"':"'" Om V 1 är ett underrum av V och x ett element i V sora inte 

;!l.evis ••. Vi visar först att ora oodira V 1 > 1 så exis terar ett undarrura V 2 

som strängt omfattar V 1 men inte irmeh!l.ller x. Bilda dli.:d'ör vIV 1. Detta är 

då ett rum av dimensi on minst 2. Vi kan därför finna ett elenHmt i vIV 1 som 

är lineärt oberoende iW rostklassen ,,w x. Låt elowmtet i .fråga vara rast-

klassen av Yc V. Bilda nu 
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Detta är ett undorl'um mr V och omfattar V
1 

strängt eftersom y+V 1, 

och eftersom bilden av V 2 1. V/V 1 genereras av bilden av y innehåller 

den inte bilden av x. Alltså har vi X4:V2, 

Betrakta nu mängden av alla underrum V
2 

av y som omfattar Yl men 

inte innehåller x. Förenlngsmängden aven fullständigt ordnad mängd av 

! sådana rum har samma egenskap. Enligt Zorns lemma existerar alltså ett 

maximalt rum V 2 med donna egenskap. Eftersom Je I/:'V 2 är codim V 2 , 1 men 

enligt första delen av beviset vore V 2 :l.nte maximal t om codim V 2 > 1. 

Alltså är oodim V
2 

"' 1, vilket bevisar satsen. 

En av huvudsatserna i flmktionalanalysen, Hahn-Banaohs sats, be-

handlar riktigheten av sats 1.3.1' då punkten Je utbyts mot en större mängd. 

Vi skall nu studera sädnna resul ta'c, 
, , , 

om för godtyckliga x, y 6. V gäller att 

intervall. (Detta kan vara öppet, slutet oller halvöppet.) V:I. säger att 

A är konvex och lineärt tippon om j.ntervallet alltid är öppot. 
) , , . 

fults 1.,2 .2... (Hahn-Banachs sats i. geomotrisk form.) fJät A vara en konvox 

lineärt öppen mängd i yektorrummet V över 11. ooh antag att Vi är ett underrum 

Bev~,.2. Detta är a.nalogt med boviset för sa ta 1.3.1 men det 2-dimensione 

la fa.llet är l.nto lika s,jälvklar1; som där. Vi måste däui'ör bohandla det· 

först. 

a) ·dJ.m V", 2. Då är Vi '" f 0\ om satsons påstående in·to är trivia.lt. Av 

,'. 

,( 
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konvexiteten föl,jer at'c om en halvs trål e genom O skär A så kan. den motsatta 

halvstrålen inte råka A. Tag on. halvstråle som är ran.dpunkt till halvs trålar 

som skär A. Eftersom A är l1.naärt öppen kan den inte skära A för då skulle 

alla närliggande halvs trålar också skära A. Men detta gäller också för den 

motsatta strålen, varför vi har en hel linje som inte skär A, vilket bevisar 

satsen. 

b) Vi visar nu att om codim V 1 > 1 sI\. existerar ett underrum V 2 som 

strängt omfattar. V 1 men inte skär A. Bilda därför V' ~ viv 1 ooh låt 

A' vara bilden av A i V'. Då är A' också konvox och Hnoärt öppen. (13ov1.-

sa detta i detalj som övning.) Vidar.e innehåller At inte origo. Eftersom 

d.im V' är minst 2 kan Yi välja ett 2-dimensionell t underrum av V' och däri 

en linje med. riktningen bestämd av restklassen f'Cir YeV så att linjen inte 

skär A'. Men då. h~ planet V 2 ~ t z+ty; :il E V l' t'::':il:} den önskade egenskapen. 

o) Slutsteget följer nu av Zorns l.emma preois som i beviset för sats 
, , 

1.3.1. De·~ lämnas därför I\.t läsaren. 
, , , 

.Q2~.1ion 1,0~b. Med ett ai'fint underrum (hyperplan) mena.r man en 
.'., ...... "., .. " 

mängd som genom en translation kan överföras :L att underrum (hyporplan). 
. .'. . -.. 

Om W är ett aff:Lnt undorrulIl I1V Il så. är alltså I X-Y! x If: W 1 ett line-

ärt underrUID av Il för varje fixt y~W. Omvänt är VI ett affint underrum mr 

Vom Lx-y; x0W·~är ett underrum för nå.got fixt y. Sats i.5o;} kan nu for-

muleras något allmännare: 
, , 

qat,s 1.3.2'. Om Il 1 är ett affint UIJ.derrurn av Il som inte skär den kon-

vexa, lineärt öppna mängden A sä finns ett aff'int hyperplan V 2;) Vi som inte 

heller råkar A. (Skalär"rna an.tas här reella.) 
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Även i det oäridligdimenaionella fallet definioras varje hyperplan 

aven lineär ekvation. Låt nämligen V 1 vara ett hyperplan i. V. Kvotrum-

met V/V 1 har dimensionen 1 och kan all taå avbildas en-entydigt och lineärt 

på skalärkroppen K. Vi fär genom sammansättning med den kanoniska avbild-

ningen V -::;. V/V 1 en lineär avbil~ning 11 V -'>- K slidan att inversa bilden 

av O är lika med V l' Vi har alltaä 

l(x+y) ~ lex) + l(Y) (x,y.r;V), 1(=) m alex) (aE-K,XEV; 

ooh lex) .. O är ekvivalent med le eV i' Man kallar en K-värd funktion pä Y 
, , 

som uppfyller (1.3.1). all tsä en lineär avbildning av V i K, för en K-line-

är form eller en K-lineär funktional pä V. (Oftast utelämnar man preoise-

ringen av K eftersom det brukar framgä av sammanhanget om K ~ ~ eller n.) 

Om vi omvänt har en lineär i'unktional på V som i,nte är identiskt noll så 

definierar ekvaUonen lex) ~ O ett hyperplan. Efter en translation får 

'V'i följande :cesul tat, 
, , , 

§.al;s 1~ Varje affi.nt hyperplan dei'ini"ras aven ekvation 

lex) ~ a 

där l är en lineär form pä V. Denna är entydigt bestämd bortsett från en 

) proporti.ono,Htetsfllktor. 

Eftersom var,je afHnt underrum är genomsnitt av affl.na hyperplan 

kan varje affint underrurn definieras med. en familj av linGära ekvationer. 

,9vning:, Visa att om codirn V 1 < 00 så kan V 1 definieras med ood1m V 1 

men ej med färre ekvationer. 

(Jynine... Bestäm de hneära formerna pil. 1J.n ooh på Jl)n. 

I e'bt oändligdimensioneU'1; rum finns alltrör got', om lineära former. 

,.. 
..' 
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Man måste därför urskilja intressanta klasser av lineära former genom 

kontinui tetskrav för att få användbare, resn! tat. I forts!i.ttningen kommer 

'1"1, säluxlda att studera vektorrum med topologi, 

) 
K a p i t e l II 

lli2E!!!erade rum 

, , 

) 2.1. Defini t.:!2P~ Låt El var,a ett vektorrum över K ., Jli eller ID. 

lLefini~A,2_l1 2.1,'1, En funktion E?> x""::;" II x II E::Il kallas en sem:i.J$crm om 
, , 

II ny /I < II Je II + II y II , 
m . , 

(2.1.2) Ilaxll~ lalllxll, x~E. a<f7K, 
, , 

il xii> o. Je E: E. 
~ 

Om dessutom 

kallas seminormen för en norm. 
. , 

Observera att (2.1,2) medför att Il oll~ O, varför enligt (2.1,1) ooh 

) , , . , 
(2,1.2) fås att O ~ IIx+(-1)xll < Ilxll+ lIxII. Villkoret (2.1.3) följer 

~ 

alltså av de två första Villkoren, ooh (2,1.4) påstår bara a'lit /I xII .. O 

end,ast dli x m O. 
, , , 

ett lineärt underX11!ll i E. I varje restklass av El modul o F är lix/! konstant, 

varför /I x /I induoerar en norm i E/F. 

Beviset lämnas som övnin,,;. 
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Om vi har en seminorm i E så k~ konvergens definieras på vanligt 

sättl en följd x E:.E sägs -'l> x då n-'jo>CXl om l! x -xll....,..o. Gränsvärdet -n . n 

om sådant existerar - är entydig'~ bestämt om man har en norm mGn inte 

annars. Med en sluten mängd mGnar vi en mängd som innehåller sina hopnings-

punkter ooh med en öppen mängd ~ömplementärmängden till en sluten mängd. 

Detta betyder att en mängd O är öppen om till vs.rje xE; O existerar ett 

} e: > O sä att y tf: O om /I x-y /I < e:. En avbildning T av ett seminormerat rum 

E in i ett annat seminormerllt rum F kallas kontinuerlig om till varje 

I x E;E ooh e: > O finns ett ö > O så att 1/ x-yl! E < ö medför II T(x).,.T(Y) " F < e:. 

Om avbildningen är linoär betYder detta att /I T(x) /I F < e: om /I x liE < (\, 

vilket är ekvivalent med att 

liT II m sup II TxIlF/1I xlIE < 00. 

1/ xllE,to 
Om F är ett notmerat rum så är II TII en norm på de kontinuerliga lineära 

transformationerna från 'l: till F. i annat fall en seminorm. 

Sammansättningen aT två kontinuerliga lineära transformationer är 

självklart kontinuerlig och dess norm är högst lika med produkten av fakto-

rernas normer. Låt nu F vara ett underrum i det seminormerade rummet E. 

Vi vill definiera en seminorm i E/F så att den naturliga avbildningen 

... sem:l:::l 
E ~ EIF blir kontinuerlig modYllorm < 1. Seminormen av restklassen I; tE E/F 

får då högst vara 
, , 

, , 

" 

inf II x II . 
x €oF. 

Det inses genast att (2.1.5) definiorar en seminorm i E/F (genomför detta 
, , 

som övning) och vi tar diirför (2.1.5) som definition av aeminormen i E/F. 
. , 

För att (2.1.5) skall definiera en norm fordras att varje xE: E för vilket det 



) 

- 16 -

, . 
(2.1.5) definierar en norm i g/p om ooh endast om F är §.~. Hära.v fär 

vi nu lätt 
, , , 

Sats hl-;! , Låt F vara ett hyperplan i g och skriv dess ekvation i 

formen f(x) ~ O där f är en lineär form. Dä är F slutet om ooh endailt om 

f är kontinuerlig. 

13evi8._ Om f är kontinuorlig och xn'C F, X "","x, så får v-i n 

fe x) ~ lim r(x ) - lim O - O n 

) alltså x E.F, varför :&' är slutet. Antag å andra sj_dan att F är slutet. 

Formen f i.nduoerar en lineär avbildning av g/E' i K 80m är kontinuerlig 

eftersom E/F är normerat och 1-dimensionellt. Nu är avbildningen 

x~.f(x) sammansätt.ningen av avbildningen E -1> E/F och den lineära avbild-

ningen av E/F på j{ som vi just. disku.terat, varför f är !<ontinuerlig. 

Eftersom varje lineär form i ett ändlj_gdimensionell t normerat rum är 

kontinuerlig får vi altmännare 

.qats 2.1.3' .• Om F är ett underrum av E med ändlig cod:l.mension så är 

varje lineär fOl.'m som. försvinner i F kontinuerlig om och endast om F är 

slutet. 

2.2. ,!g;hn-Ba.:naclJ;r;l sats .• Vi skall ge denna i .flera olika.,varianter som 

alla är viktiga i tillä.mpningarna. E betecknar genomgående ett seminormerat rum" 
, , , 

Sa:!;.s 2.2.J.1I; Lät A vara en öppen konvex mängd i E och F ett aff:l.nt underrurn 

,~fiTh!.r _. 
som inte skä.r A. Då existerar ett .slutliIThyperplan H som il1llehäller F ooh 

inte heller råkar A •. 

Beyist: Vi ka.:n anta att OE)!'. Antag först att E ä.r ett vekto:crum över n. 



I 

J 

Enligt aats '1,3.3' finn,; "tt hypeTplan B. som innehåller ]J' och inte skär 

A~ för då A är öppel1 föl.jer att A är lineärt öppen. Men ,tå är if ett undarrum 

som tnnehll.l1er H och inte heller kan skärt, fl eftersom A är öppen. All ta! är 

if .;. E, varför fr '" H eftersom H iir ett hype:L'plan. Detta bevisar satsen då 

K m ]l. Om K '" Il kan vi all 'osA välja ett reell t hyperplan H som inte skär 

A. Genomskärningen iI n (ili) är då ett komplext hyperplan eftersom dess ree1-

la oodimension är högst 2, vilket bevisar satsen i detta fall. 
. . , 

12~J..~. 2..1!.~?.il. L/):0 A Val:a en 51.ut8n konvex mänGd i E och lät Je I\:Ao Dä 

sds tern::: en kontinuerlig lineär form f på El så D/et 

ini' 1:i.'(Y) ,. f(x) I > O. 
Y'i Å 

Speciellt skil;r alltså plnnet {Yl f(y) ~, f(X)~ inte A. 

\{~\.~.~r,~~ II Ii 1. , • li2.~.'I. Välj 8 > O 8~ att {o .. 2 Yl I fy < Il,}" inte skår A. Da är 

3+A ~ f ;)'+Z, y ('3, ~ö <fAl öppGn (den ål' förenings mängd f W de öppna. miing-

dernll S+l zl, z E' A) ooh Bj1iJ.vklf1rt koavex ei'toJ:'soll\ S ooh .Il är konvexa, 

fl Det existerar all tså e'~t flll1t3''' .. hypo:cplfffi genom x som inte skär 3+A. 
, . 

Enlig't sate 2.1.3 kan. dcita skrivas i fo:cmr;n tYI f(y) " f(x) J där f 

) er en kontinL'el'li6' Hne1ir .forIn pil E. Eftersom f(x) -f f(y)+f(z) för alla 

yEA ooh z Il': S ooh eftersom lf(z), ZES}är. en omgivning till origo i K 

så följer nu påståendet. 
, , . 

§a~.!L.~ •• t,åt F vara ett unclol:rum f W E. Då l,estår det slutna höljet 

~' uV F av a.lla x E'" sådclnG, att f(x) '" O för alla kontinuerliga lineärforl1lor 

pä E 80m försvinner ",il. F. 

Bevis. Om f är en ;~."nt:i.m).()rlig lineäri'orm som är noll på F st måste 1 -"'_ ........ 
, , 

vara noll pil F. Om ä andra L 'd.tl.n :;uy.F så följer av sats 2.2.2 eftersom F 
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är sluten och lineär, alltså konvex, att man k'nt finna en kontinuerlig line-

ärforrn f så att r(y) ~ f(x) då YECF. Eftersom YEF medför att ayf,F för varje 

a EK sä fär vi att af(y) ~ rex) för varje a <f.K, allteå f(Y) = O ~ f(x). 

Detta bevisar satsen. 

Sat!!_2.2.4. TJåt F vara ett underrum av E och f en lineär form defini-

erad i F sådan att 

If(x) I < C II xii, xEF. 
= 

-Då existerar en lineär form f 1 definierad på hela E som sammanfaller med. 

f på F ooh för vilken med samma konstant C 
, , 

Bevis,. Låt Il vara det af fina plon i F 80m definieras av ekvatj.onen 
, , 

f(x) = C. På grund av (2.2.1) skär N inte den öppna konvexa enhetssfären 
, 

i Xj II x II < 1}. Det finns allteå ett h;y-perplrtYl, med ekvationen f 1 (x) '" C, 

80m innehåller N ooh inte heller skär sfären. Eftersom I I x II < 1 medför 

II axll < 1 om lal ~ 1 betyder (lotta att if+x) I < C tIå II xii < 1, vilket 
, , 

bevisar (2.~.2). Då do lineära formorDEt f och f
i 

smorrvmfallor i hyperpla-

net N i F (där de båda är lika med C) och detta inte går genom origo, så 

) 
följer att f ~ f 1 i Jj'. vilket bevisar satsen. 

Vi skall nu ge några exempel på tillämpningar av Hahn-13anaohs sats. 

Detta fordrar kännedom om de kontinuerliga lineärformerna på några rum, 

varför vi först erim:,ar om några sådana. resultat från integrationateoX'in • 
• ~I .• 

1) Lät Fl vara rummet l p av alla sviter X ~ (Xi' •• ., xn ' ... ) med 

II Je II "' ( lix lP) i/p < Cb ~ 
P 1 D 

Häl' äJ:' 1 < P < on. Om p '" 00 betraktn.r man :i stället a.lla begränsade sviter 
'" 
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och sätter IIxlloo " sup Ixn '. Var,je kontinu.erlig lineärform f på lP kan 

dä om 1 < P < ro skrivas .. 
ro 

f(x) ~ L xnYn 
1 

där YEIP '; 1/p + l/p' ~ 1. Normen av lineärformen är IIyllpl' 

2) Analogt för rummet Il med avseende på ett positivt mätt dr- pä ett 

lokalt kompakt rum. 

) 3) Låt E vara rumme-I; Co av alla kontinuerliga funktioner på (-00 ,+ro) 

aom -"lo> O i ro, med sup If I som norm. De kontinuerliga lineärformerna 

kan skrivas 

där df är ett mått med ändlig totalmassa, lika med lineärformens norm. 

Vi ger nu några exempel pä användning av de ollka vf'.rianterna av 

Hahn-Banachs sats. 

Exempel 1. Lä-c f vara periodisk med perioden 2rc ooh integrabel i 

(O,2rc). Dä är lineärkombinationerna av de translaterade f(x-a). aE":ll.. täta 

) i L 1 (0,2,.) om och endast (lm varje l~ourierkoeffioient för f är ~ O. 

Enligt sats 2.2.3 är lineärkombina'cionerna av' de tranalaterade täta 

) om och endast om 
2,. 

g (2Loo och l t(x-a)g(x)dx .. O för varje a medför att g .. O 

nästan överallt. (Detta fÖljer av att varje kontinuerlig lineärform pli 

1 1 (O,2rc) är skalärprodukt med en funktion g€:: 100 
.) Om en Fourierkoefficient 

1 2n inx 
on = (2,.)- S e- f(x)dx 

, O 
-inx Å är noll så kan vi ta g(x) = e • andra sidan, 

av att S f(x-a)g(x)dx '" O får vi för varje n 

( ) 
2,. 2,. 

o .. .ff ein x-a f(x_a)e-inxg(x)dttdx .. J einxr(x)dx J e-inxg(x)dx 
O O 

och om ana Fourierkoefficientcr för f är ~ O följer att alla ]'ourierkoef-

ficienter för g mäste vara O. En entydighetssa"ts för Fourierserier ger dä att 
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$'(:lt) .. O nästan överallt. (Beviset för entydighetssa-tsen faller naturligt-

vis utanför vårt ämne.) 

Exempel 2. Låt K vara en kompakt mängd i t och f en funktion som är 

analytisk i en omgivning av K. Då kan man till varje e: > O finna en rationell 

funktion g så att If-gl < e: på K. 
, , 

Vi skall använda sats 2.2.3 med El lika med mängden av alla kontinuer-

i liga funkt1.oner på K normerade med ml1.ximumnormen o.oh F,nnängden av restrik-

~om är Js..9.!lth!l,:,:~}igj~.E!L~ , 
tioner till K av rationelL, fuii.Ktioner av z Varje kontinuerlig lineårform 

} på El kan skri vt>.8 

) 

där dr är ett mått på K. Om den försvinner på F har vi speciellt 

jCz- ~)-1 dj-« ~) ~ O , z ~K~ 
Välj nu ett område (..J:>K begränsat ay ändligt många oirkelbågar så att f 

är analytisk i en orngi yning 0-'/ w. Enligt Ccmchys integralforrnel h<1r vi 

Yilket medför att 

fe;) = (2ni)-1 S (z •. ~;)-1 f(z)dz, ~ E K, 
-at..o 

Sf(t:)df'(~) ~ (2ni)-1 Sf(Z)dZ J(z-»-1df(~) '" O 
ot.U 

eftersom vi kan omkasta integrationsordni~~arna. Detta bevisar påståendet 

enligt sats 2.2.3. 

15xempel 3. Låt ..n vara ett begränsat öppet område i !in och f en kon-

tinuerHg funktion i fl. Vi vill lösa ekvationen .6 u = f. Antag att vi hade 

en två gånger kontinuerligt deriverbar lösning till"'denxta ekvation; Om v ~C;(.f2 

(dvs,' V är två gånger kontinuerU,gt deriyerbt1r och O utanför en kompakt del-

mängd av iL ) simUe partialintegrn:l;ion då ge 
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Jf v dx .. JCt::>U) v dx ~ JU D.v dx. 

Lät II II beteokna L
2 norm. Av identiteterna 

SVD-V d:x: =L-S(c)vj~Xj)2dX, JV
2

dX ~J~x12VdVj(}x1 dx, ve.C~<O), 

fär vi om lXi I < C då x E fl 

2 2 lI'~vjox11! ~ II v II IIbv II , II v II ~2C" v II IIClvj",x1 11 • 

varav IIvll~ 4c2I1Llvll. Betrakta nu på delrummet DCG av L2(.(2) den 

lineära formen 

~ v 4 Jf v dX, v E:C;<Q). 

Eftersom I J f v d:x: I ~ II f II II v II ~4c211 f II II Dv" så är formen kontinu~rlig 
, , 

och kan enligt sats 2.2.4 utvidgas till en kontinuerlig lineär form på 

hela L2(.o). Det existerar därför en funktion ueL2(D) med Ilull <4C211fll 
~ 

sä att . , 
J u D v dx ~ S f y dX, 

Om u vore två gänger kontinuerligt deriverbar skulle vi genom paxtial-

integration få att f:, u ~ f. Man kallar en funktion u som uppfyller 
, , 

) (2.2.3) en svag lösning till okvationon ,6 u = f. Problemet att avgöra 

i vilken utsträckning u är en klassisk lösning tillhör teorin för differen-

tialekvn.tioner och inte funktionr.llanalysen. Med ovr.mstående teknik kan man 

all tid reducera ',eviset för existens av lösning' till en differentialekva-

tion till beviset aven olikhet samt studiet av egenskaper hos svaga lös~ 

ningar. 

Exempel 4.:. Lä t T vara en lineär transformation av E i E med II T 11_ 1 

och antag att T,xO ~ Xo för någo t Xo ,t O. D!3. existerar en kontinuerlig lineär 

form f med f(Xo) N 1, II f II" 1 och f(Tx) ~ f(x) ~ x /fE. 
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Före beviset påpekar vi ett specialfall: På rummet E av alla begrän-

sade reella talföljder x = (x
1

, x
2

' •.• ) existerar en lineä.rform f sa att 

vilket medför att rex) ~ lim xn om gränsvärdet existerl?r, vidare ä.r 

= f(y) om y = (xk+1 • xk+2 ' ... ) , k, O. 

I.ineariteten innebär att f(o.x+by) ~ o. rex) + bf(Y). 

) Man kanar f(x) .för ett. Brmachskt gener:.,Userat gränsvärde. Det kan 

'Gydligen betraktas som en generalisering av Cantors diagonalförfarande. 

) Vi lämnar som övning att verifi.era att existensen av ett Banachskt 

gränsvärde följer av den ursprungliga formu.leringen. 

]'ör att bevisa exempel 4 infö:c vi en ny norm i E. Sätt därför 

00 

I!lxlll ~ i.ni' Il L A n,pnxll 
. O 

där infimum tas över alla icke n c1g,·\U va ~ O' ). l' ... med summan '" 1 

och endast ändligt rftånga >. f O. Vi får då en seminorm. För om 
n 

så röljGr eftersom II~' II ~ 1 att 

Detta ger genast triangelolikheten\ooh homo geni teton av 111.111 är självklar. 
, , , 

Eftersom Il n- 1 (I+T+ ... _I_Tn
- 1 )(Tx_x) II ~ II pnx_xll In ~ 211 xII In--:,;> O dån~ro, 

sa gäller e.tt III Tx-x III '" o. Pil, grund av ITillkoret TxO~xO har vi lHxo III .. 1 sä 

sats 2.2,4 visar !l_tt det finns en lineär form f på E med f(XO) ~ 1 och 

!f(x) I < IIIxIII för alla x • 
• ;!; 

Detta medför att If(~;) I < 11:1t Ii och att f(Tx) - rex) = f(Tx-x) '" O för alle. ~. 
on 

Som i'örberede.l(H) för t,tt SGnare avsni t'b skall v:L nu använda Hahn-Banaohs 
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sats för att studera projektioner. 
, , . 

.Defif!Hion 2.2 .• 2t. Låt E vara ett vektorrum' ooh E1, •••• Ek underrum i 
I, .• 

E. Man sägsl:' att E är direkt summa av E
1

, ... , Ek om varje XE:;E på ett ooh 

endast ett sätt kan skrivas 

, , 

Om E är ett normera't rum kallar man E direkt topologisk summa av E
1

, ••• , 

Ek om avbildningen x ~x, dessutom är kontinuerlig för varje i. 
:L 

Lät Pi vara avbildningen x"~xi' Om I är identiska operatorn har man då 

I ~ P1+ O" + Pk' PiP j = O om i ~ ~ , p i
2

a Pi' 

Är summan direkt topologisk så är Pi kontinuerlig för varje 1. 

Defini~ion 2.2.§., En lineär "vbildning P "vett lineärt rum E i sig 
, 

kallas en projektion om p2~ P. 

Sätter man E1 m t X; Px ~ xl ooh E2 ~ 1. Xj Px = 01 så blir E1 ooh 

E
2 

underrum. Om P är kontinuerHg bUr de ookså slutna. Vidare kan varje 

fl Vi får nämligen Px •• PX1 ~ Xi och x2~ x - Px. En uppdelning av rummet 1 

direkt (topologisk) summa av två underrum svarar alltså en-entydigt mot en 

) (kontinuerlig) projektion P. 
, , I 

Sats 2&:Lt. Lät Eli vara ett ändligdtmenaionell tunderrum tW det norme-

rade rummet E. DIl existerar en kontinuerlig projektion av E pil E1 " 

Bevis. Lät x
1 

~ ••• } xn vara on has i E1 , Vi skall då finna lineära 

kontinuerliga former lj så att 

n 
Px m :E lj(x) x j 

, 1 

är en projektion på ]<]1' Detta hetyder att lj(Xk ) '" öjk (Kroneokersymbolen 
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, 130m ~ O då j oj k och ~, 1 då j ~ k). Mcm den lineära form l j på E1 som 

definieras ay detta villkor är kontinuerlig eftersom El har ändlig dimon-

sion, och enligt Hahn-Banachs sats (sats 2.2.4) kan den utvidgas till en 

'kontinuerlig lineärform på hela E. 

Motsvarande sats då El har ändlig codimension är helt elementär • 
. , , 

.§lats 2.1..8" Om El är ett slutet underrum av E med ändl:fay, oodimen-

) sion så existerar en kontinuerlig projektion av E pI\. E1 , 

1l,~ Välj element x 1 , ••• , xn så at't deras restklasser modul o El 

) bildar en bas i det ändligdimensionella yok'torrummot E/El' Varje element 

) 

x E E kan då på ett och endD.st ett sätt skriyas 

n 

2- ajX j 
1 

med x' If: g1' Dei; är klart htt Ilvbildn:ingen x. -"" a. är om lineär form, och 
,} 

då den ä.r O på n:
1 

följer av sats 2.1.3' att den iiI' kO"ltinuerlig. Alltså 

är också pro,jekt:ionen Je'~ x f kontinuorl:ig, 

nu ett villkor som svarar mot Cauchys konvergensprinoip för reella tal. 
, , , 

Definition 2.l!h mtt normerat rum El kallas fUllständigt om till varje 

Cauehyföljd i E, alltsIt varje följd Jr. tE. E med II Je -x 11...:;0.0 nä n ooh m -"1»00 f n n Dl 

Att omvänt varje konyergent följd är en Cauchyföljd är en omedelbar 

konsekvens av triangelolikheten, Exempel på fullständiga rum är varje rum av 

ändlig dimendOrl (följer av Cauchya konvergensprincip) ooh rummen Il, lP (d,et-

ta är innehållet i Riesz-Fieschers sats), \Tid bevis av fullständighet är 
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ftlljande observation ofta värdefull. 
, , , 

Sats 2.2.2. E är fullständigt om ooh endast cm av 

N 
(xn~ E) följer att L xn har ett grämlvärde då N~ ro • 

1 ' , 

Det enkla beviset lämnas som övning. 
, , , 

00 

z: 
1 

II x II < ro n 

Defini t,i.o,l1,?~ Ett full~tändigt normerat rum kallas ett Bano.ohrum. 
, , , 

~ Dra E är ett nornlGrat rum ooh F ett Banaohrum så är rummet 

L(E, F) av alla kontinuerliga lineära avbildningar av E i F med. normen 

) ett Bllnaohrum. Speciell t är rummet av alla kon tinuerl iga lineärformer på E 

ett Banachrum, som kallas för dual rumme t till E. 

B,evis, Om Tn ':1(E, F) och LII Tnll < ro så är E IITnxll< ro 

00 

fClr varje x ~E, varför Tx .. T T x existorar för vnrje x.:E. Vi har 
n 

ro 1 CD 

lITxll< IlxllL liT II. varför T6&(E, F), och IITII< :L !lTnll. 
a 1 n '" 1 

N 00 . 

Härav följer att II T- E. T II < r II T II ~ o då N ~ ro • vilket bevisar 
1 n, ~ N+1 n 

att L(E, F) är fullständigt. 
, , , 

Sats 2.3.5, Om E är ett Banachrum och F ett slutet underrum i E 

sä är E/F ett Banachrum. 

Det enkla beviset lämnas som övning. - Vi skall nu studera de viktiga 

konsekvenserna av fullständigheten. 

,§ats 2,3.6" (Bairos ants) Låt fl var n ett Banachrum och Fn slutna 

delmängder nv B, Om ingen av mängderna ]'n har en inre punkt så saknar 

ro 00 

V 
1 

Fn ookså inre punkter. Speoiell t är all taå U Fn';' B. 
, 1 

Bevi!:! .... LM KO '" t XI IIx-xo II S 1'01 vara ett godtyckligt klot. Vi vHl 
I,·, , 

successivt välja klot K .. 1:le; IIx-x II < r -l så att K
O

;)K1 -:>K J 
n n * n\ 2 



) 

och r ~O samt lt n F är 'tom. för n", 1, 2, 
n n XI 

... . , , 
K1t .... ,Kn redan valts. I d.et inre av Kn .finns då någon punkt xn+

1 
som 

inte tillhör Fn+1 och eftersom Fn+1 är sluten finns clä ett klot Kn+1 med 

centrum i xn+1 som har den önskade egenskapen. Om ro. < n har vi xn ~ Kn c: Km 

varför II xn MXm /I < rm·~ O dä m·-". 00 • All tsä är följden 1).( en Cauchyföljd och 

därför konvergent. Om gränsvärdet är x har vi x GK för varje fl) eftersom 
m 

xn '"Km dä m > n och K är 
fl) 

cc 
KO tillhör alltså inte U 

1 

00 
sluten. Detta bevisar att x 4' U Pm' Hela klotet 

1 

F , vilket bevisar satsen. m 

l, 
)' Baires sats säger grovt att slutna mängder utan in.re pu.nkter är syn·~ 

) 
/ 

nerI igen glesa eftersom man inte kan utfylla hela rummet med uppräkneligt 

många sådana. Satsen leder till föl;jande viktiga begrepp för karakterisering 

av undantagsro.ängder i ett. Banachruro.. 
, , , 

Definiti.ol} 2.2.7. En (lelmängd A aY B sägs vara av första kategorin 

om det finns en föl.id av slutna mängder F i B utan inre punkter sä att 
n 

00 

AC V F • 
1 n 

En mängd som inte är [tv fö:rsta ko.tegorj.n sägs vara av andra kll,teeorin. 
, , 

Sats 2.].8..!. Varje delmängd alT en mängd. aV först" kategorin är av 

första kll.tegorin. Föreningsmängden av uppräknel:!.gt mänga mängder av förS;la 

katr;gorin är av första kategorin. Ingen män.gd av första ka;begorin har en 

inre punkt • 

.1?2.Yi~ Ile två första pås·l;åenden.a följer omedelbart av Mfinitionen; 

det sista är Baires sats. 

I tillämpningarna förekommer oftas·t nå.gra följdsatser till Baires sats 

söm vi s}call bevisa senäre<) Vi ger emellertid ett; par exempel där BEdras 

sats med fördel kan användas direkt. 
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EXWlllel .h Det existerar en begränsad IJipBchitzkontinu(~rlig funktion 

på reella axeln som inte är deriverbar i någon rationell Punkt. 

, \likfQ.:rrniztl 
.!i2.Y~ Jfä1 ITpä'öTil 'tzkontinuerliga begräns~.de funktionerna. f bildar 

ett Banaohrum B med nor\llen 

II fil., sup 'f(x) , + sup '(f(x),~f(y»/(x-y) l. 
·x~y, 

(BevisG fullständigheten som övning,) Ordna de ratj,onella talen i en . , 

) följd r 1 t 1'2' •.• och låt Fn vara mängd.en av de f E B 80m lir deriverbara i 

punkten r
l1

, Då lir Fn en sluten mängd. För om fjEFn och Il f j-f II"" ° all. 

') konvergerar funkticnernö\ (fj(X) - fj(rn»/(x-rn ), defini.erade eOmfj(rn ) 

för x ~ r n I likformigt p/l. (-CD t +CO ), Gränsfunktioncm är därför kon tinuer-

värde dl!. x -4> r , dvs. f E'_ F • Nu finns det Lipsohi tzkoni;inuerliga funk-
Yl n 

tioner som inte är de:d verbar/), i r n • All t sil. är Fn f B ooh eftersom Fn 

ro 
är ett undeJ.'rum måste P då sakna inre punkt. Alltså är U Fn av första 

n 1 
ro 

ka tego:cin och vl1J.'je f ~ \j Fn har den önskade egenskapen. 
1 

) Exempel, .2,. Det exis terar en funktion scm är analytisk inom enhets" 

oirkeln, kontinuorli.g i don slutna enhetsoi.rkeln men har denna som natur-

) Hg gräns. 
, , , ... Val.''' en tät punkt mängd på enhetsoirkolns peri-

feri. Den akt1.'.olla funktj,onsmängden är ett Banachrum om den normeras med 

maximum av absolutbeloppet. Vi beteoknar det mod B, ooh låter Fn vara mäng-

den av' do f E II 80m kan utvidgas analytiskt tUl cirkeln l Z'·Zn I < i/n sä 

att utvidgnitlf','en har absclutbHlopp < Xi dä.r. Av Stieltjes-Vi talis urvalsaats .. 
följer genast at'!; l" är sluten. Vidare är. Ii' f B, vilket inses av exemplet 

n 11 

f(z) ~ a/(z-w) för lämplig!; V{ utanför euhetscirkeln. :Detta. exempel visar 
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också att F. saknar inre punkt, för om fEl!'n kan inte f(z)+a/(<5-w) vara i ,n 
00 

Fn för något Et ~ O. Alltså är 'U ]' av första kategorin, och eftersom varje 
1 n 

f som kan fortsättas över enhetscirkeln måste tillhöra Fn för något n bevi-

sar detta påståendet. 

Vi bevisar nu en av de viktigaste följdsatserna till Baires sats. 
, , , 

Sats 2.1.9. (Banachs sats) Låt '1' vara en kontinuerlig en-entydig 

lineär avbildning av ett Bnnachrum B
1 

in i ett annat D2 , Om WT är av andra 

kategori.n, alltaå speciell t om W
T 

" B
2

, följer då st't den inversa avbild-

ningen är kontinuerlig, alltså ntt 
, , 

Vidare är WT= B
2

, 
Bevj.8. IJå t An vara bilden i B2 av klotet med radien n i B l' 

A ~ 
n 

(Vi beteoknar normfm i B j med 

t TXI x E: Bi' 1/ x 111 ~ n 1 . 
al 00 

" • II. .) Då är WT ~ U A C U ii' vilket 
J 1 n 1 n 

medför att An måste ha en inre punkt för något n om WT inte är av första 

kategorin. För .. tt sådant n kon vi väljD. YOE:.B
2 

så att 2Yo+Y; IIyI12 < ",} 

) tillhör A för något l': ) O. Eftersom A är symmetrisk med avsesnde på origo 
n n. 

måste också~yO+Y tillhörD. An om II Yl12 < e, o()h eftersom An är konvex 

) (som lineär bild aven konvex mängd) måste y ~ ~(YO+Y)+(_'YO+Y» tillhöra 

An' Origo är 1>11 toå en inre punkt. Eftersom An ~ n Al så är origo en inre 

punkt till Aj också, dvs. det exis"terar" ett tal c > O så att 

Av homog'eni tetsskäl följer nu. att till va.rje YE;B
2 

existerar ett xE':-H l så att 
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Givet y k~n vi därför definiera en följd xn ooh en följd Yn . sä att YO.y ooh 

Härav får vi . , n 
( 2.) .2) II y n II 2 ~ II y /1 2 /2

n 
, II x n 11 1 ~ II y 11 2 /2

n 
o, T (.L x j) .. y - y n+ 1 • 

O 00 et:> 
Eftersom L /I x 111 < 2 II yl! /0 

O n. 2' 
så konvergerar del summorna i L x j mot ett 

, O 
gränsvärde x med II x1l1~ 211 yII2 /o, ooh då T är kontinuerlig och Yn+1-~ O 

då n-7Ol får vi av sista l.edet i (2.3.2) att Tx .. y. Detta bevisar att . , 

WT u B2 och att (2.).1) gäller med O ~ 2/0, eftersom T är en-entydig, 
, , 

Coroll'l-.r~J.Ull 2.3.10. Om !t' ä.r en kontinuerlig lineär avbildning av ett 

Banachrum B, in i ett annat B:? så är WT av första kategorin om WT ~ B2 , 

Bevis. Genom att övergå till den avbildning av B1/~ in i B2 som 

induoeras DN T kan vi reducera oss till fallet då T är en-entydig. Men då 
, , 

f6ljer DN sats 2.3.9 ntt WT,A B2 om W
T 

inte ä.r av första kategorin. 

Exempel. Det finns en funktion uc:c 2 (,O) som uppfyller differenHal-

» ekvationen ~2u/()x7>y + u ~ O i det begränsade öppna området n i R2, medan 

u inte tillh6r 03([2). 

) Bevis ... Låt B
2 

vara mängden av alla Wsningar till ekvationen i 0
2([2) 

för vilka 

II u 11
2 

g sup sup I DO:u I < ro • 
, 10:1<2 n 

m 

(DO:u beteoknal.' en godtycklig partiell derivata och lal dess ordning.) Låt 

t-V vara att relativt kompakt delomräde av n ~ Om alla u e B2 tillhör 0)(Z;:i) 

så är 

II u 111 a Il U 11 2 + sup sup IDau l < et:> 
10:/"') <..V 
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för varje u €B 2, I,åt E1 vara rummet med samma element som B2 men ~ed denna. 
,', 
.,--. 

norm. Dat är lätt att inse att E1 och B2 är fullständiga (genomför det som 

övning), och den identiska avbildningen E1~B2 har norm ~ 1 ooh avbildar 

B1 på hela B2, Men enligt Banachs sats har vi då 

alltså 

sup sup In<>:u 1 ~ C II u 11 1 • 
1<>:1,,3 w 

Vi använder nu detta på u(x) = exp (i(tx+y/t», vilket är en lösning till 

y differentialekvntionen för varje fixt t. Då t -+' ro genom reella värden får 

vi en motsägelse som bevisar påståendet, 

Av den mera precisa formuleringen av Banachs sats följer också att 

mängden av de u Ef.B 2 som E C\'W) är av första kategorin i B2 , Ta.g en bas t()j 

för öppna delmängder av ~ (dvs. varje öppen delmängd av,!2 innehåller 

någon mängd ev.). Då är 
J 

mängden av de u 1f:82 som 6. 03 

i W j för något j ookså f).V första kategorin. Alltså existerar u €B2 som inte 

fl tillhör c3(W".) för något j, vilket medför att 11 inte tillhör O'(w) för 
J / 

,något öppet (icke tomt) delo!lll'Me av Q • 

Vi skall nu formulera en variant av Banachs sats som implioit förekom 

redan i beViset för föregående exempel. . . 
Dei'ini tion 2.3.11 .... Lät T vara en lineär nvbildn:l.ng av et't lineä.rt 

En ekvivalent formulering ä.r att I>;rafen GT för T) som består av alla 

par (x, Tx) med x~DT ooh med addition definiernd komponentvis s~mt med 

normen /I xIIi + II Tx 112) är ett Banaohrum. (Utför beviset i detalj som övning.) 
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Sats 2.3.12. (Satsen om den slutna grafen) Om T är en slutsn lineär 

avbildning av hela Banaohrummet B
1 

in i Banaohrummet B2 så är- T kontinuer-

Hg. 

Bey:is. Avbildningen 

uppfyller förutsättningarna i Banachs sats - den är ju ~ontinuerlig med 

norm < 1 och definierad i ett Banaohrum. Alltså är inversen kontinuerlig, .. 
vilket visar att II Txll2 ~ c/lx111. 

, , 

Som övning lämnar vi beviset för två varianter av sats 2.3.12. 

§.ats 2.3.13. Om T är en sluten lineär avbildning definierad på D'e:::B1 

med värden i B2, där B1 och B2 är Banachrum) så är DT av första kategorin 

Sats 2.3.14. Låt Bi' i = O, 1, 2 vara Banachrum och Ti , i ~ 1, 2 vara 

lineära slutna avbildningt>.r !w DT C. BO in i Bi' Om Dr C Dr så finns en 
i 1 2 

konstant C så att 

II T 2x 1/ 2 ~ C ( /I T 1 x 11 1 + II x 1/ O ), x E.DT • 
1 

Vi kommer nu till vår sista följdsats till Baires sats. 

) Sats 2.3.15. (Banach-Steinhnusl principen om den likformiga begränsningen.) 

Låt B
1 

ooh B
2 

vara två Ba.nachrum och II en delmängd av L(B 1 , B2), mängden av 

alla kontinuerliga lineära avbildningar av B1 tn i B2 • Om II är punktvis be-

gränsad, dvs. 

sup IITxI12<oo 
T~H 

så är II likformigt begränsad, dvs. 

sup II T II < (XJ. 

1!e H 

(Omvändningen är själ.vklar.) 

/, 

" 



) 

) 

.. 1. 

Bevis, Lå t Fn vara mängden av aUa x E: B 1 tör vilka. 

IITxl12 ~ n för alla 'l'I'i:H. 

Fn är sluten eftersom alla. T EH är kontinuerliga, ooh enligt förutsätt

ningen e,r U Fn ., Bi' Allteå knn vi enligt Bah'es sats finna n så att 

F har en inre punkt. Eftersom F är konvex och symmetrisk följer som i be-
n n 

viset för Banaohs sats att origo är en inre punkt, dvs. det existerar g > O 

så att 1/ xIIi ~ e; me,lför XEFn , dvs. II Txll2~ n för alla TeR. Av homogeni-

tetsskäl följer då att II Tx 1/ 2 ~ n II x il
1 

/e; för alla T t alltså att "T 1/ ~ n/e. 

Detta bevisar· satsen. 

Observera a.tt det ä.r irrelevant om 13
2 

ä.r ftlllständigt, Av beviset 

följer också 

•• 
Sats 2.3.16,. Låt 13

1 
och 13

2 
vara två Banachrum ooh H en mängd av konti-

nuerliga lin"ära avbildningar av 13
1 

in i 13
2

, Om sup II TII ~ 00 så är mäng
T~R 

den av de lUEB 1 för vilka sup II Txil2 < (fl av första kategorin. 
• TE'H' 

Bevis. ·r beviset för förogående sats måste alla de slutna mäng-

\ derna Fn sakna inre punkt, varför U F . är av första kategorin~ 
y Yl. 

Vi kOlll1l1er nu Ull ffilvändningar av Banaoh-Steinhaus sats • 
. , 

) ~!empe1-1~ Det existerar en kontinuerlig funktion med perioden 2n f61.' 

vilken del summorna B;V Fourieraerien inte ä.r begränsade i oJ.'i~9:' 

Bevis. Lät 11 vara mängden a:v alla. konhnuerliga funktioner f medperlö;;. 

den 2n ooh sätt IIfll .. sup Ifl. Då är B ett Banaohrum. FOUJ.'ie1.'koeffioientel.'na. 

för f är .- . 

ooh delsummorna. är 
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n 

Z 
··n 

Speoiellt är 

'n '1t 

snU, O) ~ 2: Ok ~. J f(x)Dn(x) dx 
-n -11 

där 

-n 
11 

Normen av den lineära formen f ~ sn (f, O) på B är lika med S IDn I dx. 
I , • -n-

(Se 3) sid. 19.) Genom att dela integrlltionsintervallet där (n+1/2)x ,. k1l 

med k heltal fär vi eftersom Isin x/21.~ IX/21 att 
~ n . 

SIDnl dx, 411- 2 L: l/k ~ 4 log n/1l
2 

+ 0(1). 
_~ 1 

Alltså gäl' normen av de lineära formerna f~ Sn(f, O) mot oändligheten 
, , 

med n, varför enligt aats 2.3.16 mängden av de f för vilka del summorna 

av Fourierserien är begränsade i origo är av första kategorin. 

!j;xemllel 2 o Låt Mn vara en positiv talföljd så att Mn/ log n...,. O då 

n ~ 00. Då existerar en kontinuerlig funktion f med perioden 211 för vilken 

SnU, x)/Mn är obegränsad då n--"l> 00 för vnrje rationellt tal x. 

Vi lämnar beviset som övning; huvudpunkten finns i exempel 1. 

Exempel 3. Låt fl'k (j, k ~ 1. 2, ... ) vara en matris vars element 
.J , , 

är O då j < k. För varje ·~alföljd ,sl' s2' 0'0 sätter vi 

(As) j .. ~ ajksk ' j .. 1, 2, ... 

ooh säger att talföljden Sk är summabel med metoden (A) om '(As) j tiar ett 

gränsvä.rde då j -?' 00. Då gäller att varje konvergent följd är summabel Jo. 

med samma gränsvärde om ooh endast om för någon konstant M 
. • 

(2.3.3) L lajkl < M, j ~ 1 , 2, ••• 
, , k 

(2';.4) lim ajk .. O för fixt k, lim L. "'jk .. 1 • 
j~oo j-'l> ro k 



, , 

Bevh. Nödvändigheten, av (2.3.4) följer genom !ltt 'betrakta sviten 8 

som är i för index k ooh O annars, respektive sviten som är identiskt lika 
, , 

med h För att visa nödvändigheten av (2;3.3) betraktar vi rUlrunet B av alla 

sviter s .....,. 0, normerade med maximum av absolutbeloppet. Avbildningen 
Xl. 

är dä för fixt j en lineär form med normen :E lajk;" och då den skall vara 
k , 

konvergent då j ~ 00 för vaxje s ~B så följer av Banach-Steinhaus sats att 

normerna måste vara likformigt begränsade, alltså att (2.3.3) gäller. -
, , 

Tillräckligheten bevisas så, På grund av (2.3.4) räck')x det att betxakta 

svi ter sn -+ O. ~'ör varje e > O gäller då I sn I < Ii: för stora n. Med hjälp av 
, , 

(2.3.3) och första delen av (2.,.4) får vi då gennst att I(Aa)jl ~ ME + e: 

om j är tillräckligt stort, vilket bCITisar pll.sM.Gndet (som är en sats av 

Toeplitz). 

P 2.4. Lineära avbiJdningar med ändligt index.. Låt T vara en kontinuer-

) 

1115 lineär avbildning av ett Banachrum Bi :in i ett a;mat Btmachrum :82 , Kä.rnan 

K ~ i:q x. €:B 1, Tx ~ 01 
T 

är då ett .?lutet underrum av Bi" Detta behöver emeller'tid inte vara fallet 

för värdeförrådet. (Exempel, Bi och Jl 2 '" kontinuerligo. funktioner :l. [O, i), 

T .. intogratton från ° till x e11er multiplikation med x.) Emellertld kan vi 

lätt bevisa: 

llflvis, Vi kan an'ta att T är en-entyd:lg för annars behöver v:l bara Ilver~ 
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vara element i B2 vars rea'tklasser modulo WT bildar en bas i B2/WT, Varje 

element y EB
2 

kan dll pil. ett ooh endast ett sätt skrivas 
, , n 

y ~ L. SjY j + Tx 
, 1 ' 

med x E Bi och skalärer aj' Avbildningen 

är all tell. entydig, Hneär ooh dessutom sluten eftersom (2.4.1) bibehålls 

) vid konvergens av y, aj ooh x. Alltsil. är den enHgt satsen om den slutna 

grafen kontinuerlig, varför speciellt lineärformerna y~aj är kontinuer-

) liga. Eftersom WT definieras av villkoren aj .. O följer att WT är ~lutet. 

) 

) 

Qyning. Viea att satsen också gäller om 'r bara är sluten, ej nöd'\Tän-

dj,gtvis kontinuerlig. 

Vi erinrar om att enligt definition 1.2.6 sägs T ho. ändligt index om 

dim KT och codim WT är ändliga, ooh index dofinieras då av 

VeT) Q dim Kor, ., oodim WT, 

Vi skall studera stabiliteten av index vid störningar av operatorn T. 

Först ger vi en alternativ karakterisering av operatorer med ändLigt index. 

Sats 2.,4..2, Följnnde villkor på operntorn TE: IJ(B
1

, B2) är ekvivalenta: 

1) T har ändligt index. 

2) Det existerar en operator tr ~L(B29 :!l'1) så att 

TU ~ I·K , 
2 2 

därl j är den identiska opcratorn i Bj och Kj hl1.r ändlig rang. 

3) Det existerl1.r operatorer U
1 

och U
2 

E L(B
2

, B
1

) så att U
1
T och TU2 har 

ändligt index. 
, , . 

Bevis, Att 2) med 'Öl:' 3) följer I1.V den rent algebraiska snts 1.2.5J 

operatorerna Ij-K
j 

har till och me" index O. Att 3) medför 1) är ocks! 

,. 
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ganska självklart, för Kp'CK
U 

p som har ändlig dimension 
1 

har ändlig oodimension. Det återstår därför bara att v'isa 

ooh WT:JWTU som 
2 

att 1) medför 2). 

l)å KT,har ändlig dimension finns enligt sats 2.2.7 en kontinuerlig projek-

tj,on av Bi på K.r' Alltså finns ett slutwt; underrum F av Bi så att 13 1 är 

direkt topologisk surruna av K
T 

ooh F. Eftersom WT. är sluts'i; och har ändlig 

oodimension existerar vidare en kontinuerlig projekt.ion P av B2 på WT, 

) Inakränlmingen av T till 13anaohrummot ]j' är en en-entydig lineär 

kontinuerlig avbildning a.v F på Wp ' Enlig'i; Banaohs sats finns alltså on 

) invers V €L(WT • F). Nu sätter vi 11 = VP och pll.står at.t 2) blir uppfyild. 

Betrakta först 

U'l'x - x ~ VPTx - Y.. ~ v'rx - x. 

Detta är noll då. x EP (mligt definitionen av V, varför kärnon av 

Kf" I
1
-UT 1 har ändlig Godimens:l.on så att Kl hnr ändlig rang. Betrakta 

TUy o. y ~ TVPy "' y ~ Py •. y. 

Om Y/f:W
T 

är Py ~ y ooh kärnan för K
2 

~ I,)-~rU har alltså ändlig 00-

d.imension. Detta bevisnr 2). 

) 
Vi kan nu bevisa en första stabilitetssats för l.ndeJ[ .• 

, . , 

sä att varje TIE1(B
1

, Il
2

) med liT' - !r.II< $ ookså ha.r ändligt index ooh 

l!'öre beviset s'buderar vi ett enkel t speOi.al,fa:i,1. 

L\jll'l):na &.4.ili Låt r vara identiska oportt',;orn i Banaohrummet ]l. ooh lät 

S vara en opera'tol:'. med II S II < 1 som t:i.llhör IJ(B,. il). Då har r ... S en 1nv&~e 

i L(B, B). 
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00 

Bevis, Serien L sk konvergerar eftersom somman av normerna är 
O 

konvergent. Men det följer genast genom multiplikation med I-S i del-

summorna att summn,n ä.r en invers till I - S.' 
. , , 

~_~iS fQ~ sats 2.4.3, Välj U enligt 2) i sats 2.4.2. Sätt T' " T+S. 

Då får vi 

T'U m 12+ SU - K2, UT' ~ 11+ US - K1" 

När II S II < e .. 1/ II U 1/ har operntorerna I 2+SU och I 1+US inverser enligt 
, , 

lemma 2.4.4, och vi. knn då skriva 
. 

T'U. (I2+SU)(I2-(I2+SU)-1K2)' UT' u (Il-K1(1l+US)-1)(!1+US)~. 

Eftersom operatorn (I2+SU)-l K2 har ändli.g rang och 

avbildning (tV B
2 

på sig sli har oporatorn T'U index 

12+SU är en en-entydig 

(~sats 1 .? -'2l!. 
O) och anruogt ser vi 

att UT' har ind<3x O. Enli.gt 3) i snts 2.4.2 ho.r därför T' ändligt index. 
, . 

Den logaritmiska lagen (snta 1,2.7) ger nu 

V(T') + )) (U) ~ V (TIU) .. O. 

Speciellt gäller detta för T '" T', vilket bevisar ntt VeT) ~ V('JH). 

Övning. Visa analogt att om T är en lineär avbildning med ändligt 

index av ett vektorrum Vi in i ett annat V2 (ingen topologi) ooh om S 

har ändlig rang sli är )) (T+S) ~ V (T) • 

Vi skall nu studera störningar av oporatoror med ändligt index som 
, , , 

är små i en annan mening än i sats 2.4.3. 
, , . 

p~finition 2.4.5. En lineär avbildning T av Bl in i B2 kallas fullstän-

digt kontinuerlig (eller kompakt) om för varje följd xn EB 1 med 11~111 $ 1 

det är möjligt att välja en konvergent delföljd ur följden Txn , 

l!"ullatändj.g kontinui tet medför kontinui tet (bevisa detta). Termen 

kompakt syftar. givetvis på att bilden avenhetsklotet i B1 enligt definitio-



) 

'\ 
.I 

rten är relativt kompakt -i B
2

• 

, lil.~llel. LIH B
1 

vara mängd,en av alla kontJ.nuerligt deriverbara funk-

tioner f j, i,ntervallet [O, 1J med normen max Irl + max 1f t I.,och H:~ B2 

vara mängden av alla kontinuol?1iga funktioner f i detta intervall med 

normen maxlfl. lnklusionsavbildningen Bi''';' B2 är då fullständigt kontj,-

nuerlj,g enUgt AscoEs sats. (Genomrör beviset som övning.) 

Om rangen för den lcontinuediga operatorn T är ändlig så är T 

självklart fullständigt kontinuerlig, Att det fj,nns konUnuerliga ope-

ratorer Bom inte är fullständigt kontinuerliga framgår av röljande sats. 
, , , 

~ 2.{.6 f Om den identiska operatoxn 1. Banachrummet B är fullstän-

digt kontinuerlig så har B ändlig dimensi,on. 

Bevj,set kräver några förberedelser. 
, , , 

E
i 

är slutet i E2 så kan man finna x,;,E2 så att Ilxll,o,1 och II x-y II >1/2 

) för varje y E E i , dvs" avståndet från le till Bl är åtminstone i/2. 

) 

BextJl_~ Välj Xo E F.:2 så att X o 4= El' Eftersom F\ är sluten har vi 

d ~ lnf II xo-yll > o. 
y E:;E

1 
Tag YOE:;E1 så att II xo-:V'oll < 2d. Om vi sätter x ",(xo-yo)/II xo-yoll 

:tär vi /lxii = i ooh I I x,·y II > 1/2 för alla YE;E1• 

Öyning. 'Visa. att om El har ändlig dimension så kan man välja x med 

. , , 
... är en följd av lineärt oberoende element 

i det normora.de rumrnet J3 så kan man :f:i.nuQ X,I, 11:2 t , ••• så ai;t x I är en 
j 



)3evi.8..g Låt B j vara rummet Bom spänns av lineärkombinationerna av 

IIltj t II .. 1 och avstånd > 1/2 till B j.., " Detta bevisar lemmat. 
. . . 

J1evis för ~2..g.:bit. Om B har oändlig dimension så kan man välja 

en svit xj med egenskaperna i l,ammat. Ilen kan uppenbarligen inte ha 

någon konvergent delföljd varför den identiska operat9rll i B int,) är 

fullständigt kontinuerlig • 
. , , 

~d.:.2.:.. De fullständigt; kontinuorliga lineära transformationerna 

) av B, in i B2 bildnr ett slu'~et underrum av L(B

" 

B
2
). Samm.ansättningen 

.~v en fullständigt kon'~inuerl:ig och en kontinuerlig lineär transformation 

är fUllständigt kontinuerlig. 

Beviset lämnas 80m övning.-Vi skall närmast bevisa den andra satsen 

om störnj,ngar av oporatorer med ändligt index, 

,?l1ts 2,4.10, Låt TEL(B

" 

B
2

) ha ändligt index och låt K vara en 

fullständigt kontinuerHg 1in"är transformation (:tV B, in i B2 , Då har T+K 

y ookså ändligt index ooh V (T+K) = V C'r). 

Dennl1 viktiga sats är av l!'redholm och Riosz dä B1~ B
2 

och '[, ~ I. Det 

) allmännl1 fallet hnr visats [tV mänga författare, troligtvis först av Atkins( 

Vi studern.r först kärnan till T+K. 

J/,emma 2.4.'11 •. Om fÖl"utsättuingarna i sats 2.4.10 är u.ppfyllda så kan 

man för varje A"'- :11. fj,nna ett slutet underrum F). i Bi med ändlig oodimen-

aion så att 
. , 

Speciell t har alltså kärnan för T+ A K ändlig dimension. 

,. 
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.!!.evis. Låt r,'O vara ett slutet underrum i Bi med änd.lig oodimension 

så att B j är direkt summa av K
T 

och F
O

• (gxistensen följer av sats 2.2.71 
, , , 

jämför 'beviset för sats 2.4.2.) Eftersom T avbildar F
O 

en-entydigt på det 

slutna rumrllet WrJ' så ,får vi [tV J3n.l'lf1chs sats 
, , 

Vi skall nu b6nrisa att 

') 

xt::FO' (T+:AK)x"" O)' 

, , 
Efter ett urval kan vi =ta att Kx. konvergerar, och får av (2.4.3) 

J 

/I Xi -x
J
' 111 ;; C II rI'x. -'rx . 11 2 ""C I >. III Kx,. -Kx. 1/2 '-'l> O då i och ,j ,-');> ro , 

). J 1. J" 

All tså konvergerar följden x .• Detta innebär att arm identiska op,"ratorn 
J 

i N).. är fullstä.ndigt kontinuerlig varför dim N), < ro enligt sats 2.4.6. 

Välj nu (återigen cnligt sa.ts 2.2,7) ett "lutet under:r.um F). av ]<'0 så att 

F
O 

är direl"" sumrna rv P'" h 'll D' "'l] (2 A 2) P" ku d v' '" '"" oc 'A' a ga ,cr ,<'i" • or annars n c ). 

finna en följd x. E 1"> 
J ' 

så att 'fx ,+ A Kx, -? O. lifter urval 
J ,1 

kan vi anta att K:X:
j 

konvorgerar oeh får ,lå som ovan att x
j 

har ett gräns-

vä.rde xE' P", Då II xII, ~ 1 ooh 'h + A Kx ~ O~ alltså x E NÅ , ger detta on 

motsägelse, vilket bevisar lemmti.t o 

, , 

T+ AR har änd1i.gt index lik" med VeT). IInHgt 8"t8 2.4.3 h' L öppen, 

och O lE L enligt förut Bättning. För n1;t visa "tt L ~ (-ro, +00) räcker det 

att visa att; r, är sluten. Låt därnjr ) f" L. Om I) - re I < E: ~ (20 Il Kl! )-1 
, , 

följer av (2.4.2) ooh triangelol5.kheten a'tt 
, , 
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varav följer att 

dim ~+f'K ~ oodim FA då 'f-).' < e. 

Om 'r- ~ , < E och r €E. L får vi därför 

oodim WT+
0 

K = dim KTt r K - )) (T-t-f K) ~ codim FA - V (T). 

Värdeförrådet av restriktionen ~v T+fK till F~ har därför en oodimension 

~ 200dim FA - VeT) = N då 'f - /\ , < g ooh fi tf: L • Vi v~ll bevisa att också 

oodim WT+ A K är ~ N. Låt därför G vara ett underrum av B2 av dimensionen 

') 
N+1. För varje fl 6 ~ med 'f - A' < e knn vi välja xI" €: F>- så att 

O ~ (T+ rK)xr- E G • Vi kan normera så att "(T+fK)xJ",- 11 2 = 1, vilko.t 
, , , 

enligt (2.4.4) medför att II x fl." 1 ~ 20. Välj nu en följd f j --7J- 'A så att 

(T+ fl)X har ett gränsvärde y 6 G, vilket är möjligt eftersom G har ändlig 
f j 

dimension. Vi har då IIY112= 1 och som (T+AK)x konvergerar så följer 

" fLå 
av (2.4.2) att x har ett gränsvärde x~F~ , och det är klart att 

f-,j 

(T+ A K)x .. y. Alltså är codim WT+ >. K ~ N , vilket bevisar a.tt T+ A K 

har ändligt index. Men enligt sats 2.4.3 har T+f'-K samma index för alla 

fl i en omgivning av A ,varför )) (T+ A K) .. V ('r) ooh :Ae- L • Beviset 

är fullbordat. 

Exempel" Låt a ooh b vara kontinuerliga i [O, 1J. och betrakta rand-

värdesproblemet 

u"+au' +bu = f, u( O) .. u( 1) = ° 
där u e 02 

och f är kon tinuorlig i [O, 1J. Då är IJ.I'ltalet villkor på f för 

lösbarhet lika med antalet lineärt oberoende lösningar då f .. 0, alltså 

högst lika med 1. 

Bevis. Låt E1 vara rummet av funktioner u som tillhör 02 
i [0,1] med 
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u( O) '" uC 1) ~ O och med Il(Jrmen 

IIuiii Wo sup (Iul+lu' 1+/u"I). 

Låt 132 vara rummet av kontinuex'liga funktioner i [O, 1J normerade med 

maximum av absolutbeloppet. Då är 13
1 

och 13
2 

Bnnnchrum. Betrakta nu av-

b il dningarnn 

T 
1313U--i> u"""B2 

K 
B 1 ~ u _ . ..0;" au' +bu "" 13 2 , 

T är kontinuerlig och avbildar Bi en-entydigt på 13 2 , har alltså index O. 

Vidare är ]l; fullständigt kontinuorlig (följer av AscoUs sats). Alltså 

har T+K index 0, vilket b,wisar påståendet. - Om exompelvis a = O och b < ° 
~ 

så följer genom mul tiplikation med;:;: och pa:t't:Lalintegrntion att en lös-

ning till det homo gen n problemet måst" vara identiskt noll. Alltså är det 

inhomogena problemet alltid lösbart då. 

Utöver invartansen av )} (T+A K) som bevisats i sats 2.4.10 skall vi 

nu studera dlm KT+.\ K och codim WT+.A K 80m funktion nv A • Först studerar 

vi det klass.iska fallet. 

Lemma 2.!l:.12!. I,åt K vara (m fullständigt kontinuerlig operator av 

Eanach:t'ummet B i sig och låt I vo.:ra den identiilka operatorn i B. Då är 

mängden av alla skalärer > med Kl + A K ~t O} en diskret mängd. 

li!?vis. I annat f"n exist<)rar en begränsad följd av illk~,) så 
11 

att KH ), K f jo}. Välj xn med Illenil <·1 så att len +).nKxn ~ o. Då är ele-
n '. 

men ten x
1

, x
2

• ... 
beroende medan xi' 

lineärt oberoEmde. Ii'ör antag att x
1

' .. o • , 

Je är lineärt obeleoende. Vi ha.r då n-1 

Je är l.ineärt 
n 

med. a och något a. med j ( 11 skilda från O. Om vi opererar med K på denna. 
n J 
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ekvation får vi 

. . . ... -1 + a 1\ x =:I O • n n n 

Eftersom alla :\ j är olika kan vi nu eliminera x
n 

och få en icke trivial 

lineär relation mellan x
1

' •.. , x
n

_
1

' vilket är en motsägelse. Om vi med 

En betecknar mängden av lineärkombinationer av x
1

' så är alltså 

En strängt växande med n, vi har KE c.E och (I+ A K)E C. El 1 för varje n. n n n n n-

Enligt lemma 2.4.7 kan vi. välja X' E E med II x' 11= 1 så att avståndet frän n n n 

X I t;ill E är minst 1/2. Nu h"r vi för m < n 
n n-1 

A [xl -~ Kx I = X ,+ 1;, t; = \mKxm'_(I+AnK)xn', m m n n n 

ooh eftersom I; ';:'E
n

_
1 

får vi 

II), Kx I - \ [xl II > 1/2, m < n. m ro A n n = 

Följden A Kx ' saknar alltså konvergent deli'öljd vilket strider mot antan n 

gandena att K är fullständigt kontinuerlig och lA ni begränsad. 

Sats 2.4.13. Lät TfL(B 1, B2 ) ha ändligt index och låt K vara en 

fullständigt kontinuerlig lineär avbildning 'w B1 in i B2 , Sätt 

k = min dim ~+), K w = min codim W,r+)., K' 

Då är dim KT+A K ~ k och codim WT+). K = w utom då '\ tillhör en diskret 

mängd. 

Bevis. Vi kan anta att dim K
T 

= k, för annars kan vi ersätta T med 

T+A K för lämpligt A och ästadkomma denna situation. På grund av sats 2.4.10 

räcker d€lt Ettt bevisa att dim KT+) K ~ k för alla il utanför en diskret 

mängd. Som i beviset för sats 2.4.2 väljer vi ett slutet underrum F i B1 

så att B
1 

är direkt topologisk summEt av F och KT och låter Q, Vfl.ra projek-

tionen på F längs K
T

, Låt vidare P varn en kontinuerlig projektion av B2 
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på WT • .som i beviset för sats 2.4.2 finns en operator VEL(WT,F) sådan 

att TV är identiteten på W
T 

och VT är identl.teten på }'. Vi sätter åter 

U", VP. Då är tTTx = VPTx. ~ VTx. ~ x om xE~'. Av ekvationen (T+AK)x '" O 

följer att QU(T+ AK)x. = 0, dvs. 

UTx + ). QUKx. ~ O. 

Nu är restriktionen av lEr till P lika med identi tetsoperator:n på F och 

restriktionen av QTJK till Ii är en fullständig'~ kontinuerlig lineär ope-· 
, , 

) 
rator från F 'Gill P •. EnHgt lemmn 2.4.12 är därför {x; x( P, (T+)K)x '" 01 
~ ~ O } utom då;\ tillhör en diskret mängd, och vi har då 

dim K,l'+), K ~ codim F' '" dim KT = k, 

vilket fullbordnr beviset. 

Slutligen visar vi :i. det klassiska frtlle't ett resultat som hn..r nära 

samband med Jordans . normalform i det ändligdimensIonellll fallet • 

.§E:1!L2..!lLJA..,. I,åt K vara en fullständ.:i.gt kontinusrEg Eneär avbild-

y ning av Banachrummet B i sig och J.åt I VIU'il den identiska operlltorn i B. 

) 

:Oå är 

ett än.dligdj.mens~lonell t underrum av B vars element kal.l.as gen.eraliserade 

,:fö.!' ~/ 
egenvektorerTtiJ.l egenvärdet -1/;' • Det finns ett slutet underrum P/I som 

avbildas en-entydigt på sig själv av 1+/\ K så att B ä:c direkt topologisk 

summa av N>. och F). • Även F\ är entydigt bestämtA 

1k~ Vi kan anta att .\ = 1. Låt Bn vara kärnan och Wn värdeförrådet 

för (I+K)n. Då växer l3 
n 

OG 

med n mednn 
()() 

W avtar; vi hetT' N \ ~ tJ B medan 
n A 1 n 

n Wn , Vi påstår att det f:i.1'1ns ett tal m så att En ~ Bro och Wn= Wm 
1 



_,o q.) ._. 

= 
m. Eftersom dim B

n 
~ oodim Vin är dessa båda påståenden ekvivalenta. för n > 

Observera först att om W ~ W 1 för någo t m så avbildar I-t-K rummet Wm på sig 
m m+ 

självt och det följer att Vi ~W för alla n > m. Det gäller därför att bevisa 
n m 

att det inte kan inträffa att 0.1111 rummon W är olika, dvs, >1.tt alll1 rummen 
n 

, , 

B är oEka. I så fnll knn vi enEgt lemma 2.4,7 finns x G,B så att n n n 

ooh då e uppenbart tillhör Bn_ 1 följer ,att II Kx -Kx " > 1/2 då m < n. m n 

Alltså sulmnr följden Kx konv8rgent deli',Hjd, vilket är en motsägelse. 
n 

All tså är N). = B
m 

för lämpligt m, och I-t-K uvbild;,:r Wm på sig själv. 

Då F A C Wm och B är direkt [lumma I1V ]i' >. och N), måste vi ha F>. = Wm, vil

ket fullbordar bevinet 7 eftersom N (I W
m 

= ~ o} och dim N >. ~ codim Wm så a.tt 

B verkligen är direkt summa av W oah N \ ' 
In 1'\ 

rummet L(B; r,) (resp. L(B, n)) mr de kontinuerliga lineärf'ormerna på B ett 

Bana.chrum (rullständighoten följer 'watt sknlärkroppen är fullständig och 

gäller alltså även om B ej är fullständigt). Rummet kallas dualrummet Ull 

* B och betecknas med B I eller B • 

Om xEB och e~B-II så betecknar vi i fortsättningen värdet av lineär-

formen I; för argumentet x. med <x, 1:> i stället för e(x). Er'tersom C; är en 

lineärform så är <x, 1;> lineär i x. för fixt 1;. På grund fLV definitionen av 

addi ticn av lineärforme,(' är den också lineär i I; för fixt x. Funktionen 

BxB" .'" (x, e) -'7 <x, I;> 

är äll tså bilineär. Varje kontinuerlig limiä:rf'orm på B kan för ett och endast 

ett I; E:: B* skrivas i formen x. _-0.;,- <x, 1;> men vi skall se ned/tn att det kan fin-



) 

nas kontinuarJ.J.go., l:i.J:10ärfo:cnlH~r.~ på E* 80m intn K[rQ. skrivas i formen 

I; --ii> < x, 1;> för något x E. 13. 

Definitionen av normen aven lineärform innebär att för varje I; En* 

111; II ~ BU P I < x, (;> 1/ II x II • 
O/xE:B 

(Vi använd(lr sammEt heteckning .för normen i B oeh i 13* vilket inte biir vål-

la något missförstånd eftersom Hlement i B betecknas mHd latimJka alfabe-

tet och element i B'" med grekiska alfabetet.) 

Sats 2_,j.1 ... För v;.,r,je xEB gäller 
, , 

Ilxll ~Sup i<x, 1;>11111;11. 
O/1;~B 

ll.!ivis. Enligt (2.5.1) har vi I<x, I;) l < II Je 11111; II för alla x eB och 
, 

.;(. 
f. EB • Alltså är 

sup I<x, 1;> 1I11 r; II ~ II xii. 
~ 

Å andra sidan kan vi enligt Hahn-Banachs sats finl1(1 en lineärform e; med 
, . 

normen 1 så a'bt dess värde :l :x: är lika med /I x /I • Detta bevisar (2.5.2) 
, , 

och ger också att supr'lllllllJl :l (2.5.2) antages. (Detta behöver ej vara fal-

') let i (2.5.1).) 

) 

Satsen inne'biir att B på naturligt säH är isometriskt inbäddad i 
, 

B 1f1{- • 

.Il2fini ti0ll..M.2. Om B ~ B -Jf*" dvs. om varje kontinuerlig lineärform . 

på 13:)1- kan skrivas <;;-". <:x, 1;.> för något x e.B, så kallas B reflexivt. 
. , , 

.§!J:ts 2,5,2, För varje Te: r,(B
1

, B
2

) exj.sterar en och endast en opera-

1(- 'l\'" 'ii-
tor T E I,(B 2 ' Bi ) så att 

, , 

där < >. beteo.knar den bilin8ära f'ormen i 
.J 

T*' hftr sa.mma norll'1. 

Operatorerna T ooh 



Bevia .. För fixt 'll e::B; är avbildni,ngen 

en lineärform med norm ~ II T II II 'r) 11 2 • Alltså existorar ett och endast ett 

tE::Bt så att 

Avbildningen 1)-4>!; är lineär ooh dess norm är < II T II • All ts! nnns en 
= , , 

entydigt bestämd opGrator som uppfyller (2.5.3) ,och II T * II < II T II • Men 
a 

, , 
om vi dividerar (2.5.3) med 1/ xll

1
11 'r) 1/

2 
ooh tar supremum över <;; ooh Tt med 

, , , , 
användning av (2.5.1) ooh (2.5.2) så inses genast att likhet gäl1er. 

, . 
lIefinition 2.,5.4. Operatorn T;If- som bestäms av (2.5.3) kanas den 

adjungerade operatorn till T. 
, 

;It if ':If-
Övning. Visa att ('1.'1'1.'2) = ~!2 '1.'1 • (Precisera förutsättningarna.) 

Vi skall. studera sambanden mellan egenskaperna hos ~' och hos T;tf • Som 

hjälpmedel behöver vi en beskriv'ning nv dualrummet till ett unde:r.rum ooh 

till ett f'aktorrum. 
, , , 

Sats 2,5..5..t. J,åt B
1 

vara ett slutet underrum av Banachrummet B ooh låt 

Bi o C B"* vara mängden av alla e: I': B 'If- med <:K, t> = O för alla x <E:B 1 , (Bi o kal-

las annihila"torn eller ortogonalrumme't till B
1
.) Då finns naturliga lineära 

isometrier mellan 

) ~/ o a dual1.'UIl1met till B 1 och kvot1."ummet B B 1 • 

b) dualrummet till kvotrummet B/B
1 

oClh B
l
o • 

Sammanfattande lmn man "Utså säga att opertl"ti,onerna att ta !cvotrum ooh 

underrum är duala. 
, , , 

~~sats 2..2,.2. a) Varje kontinuerlig lineärform på Bi !can utvidgal 
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till ll, 

tneci'"-;;;;:mma (men omöjligt mindre) nOrm, Två lineärformer på B sammanfaller 

på B
j 

om och ondast om de Bkiljer sig med ett elem,mt i B
j 
o. illlteå kan de 

kontinuerliga lineärfo:cmerna på B
j 

en-entydigt tillordnas restklasserna av 

B'" med aVIleende på B
1 
o, ooh denna tillordning är isometrisk och lineär. 

b) En lineäI'form på B/B 1 är d.et samma som en lineärform på B som f'ör-

svinner på B 1 ooh enligt clefinj, tionen av normen i ett kvotrum är dess 

) 
norm som lineärform på B/Bi och som lineärform på B lika. 

, , , 

Som övning lämn.ar vi beviset för föl;jande v',wiant av sats 2.5.5. 
, , , 

~ 2.:>.6. Låt med beteckningarna i sat.s 2.5.5 T
1 

vara den naturliga 

avbildningen av B i B/B 1 och T
2 

vara d,"n naturliga. avbildningen av B j i B. 

Då är T1i" d.en naturlig.'a avb'ldn',Lngen av 13 o , BJ(- och T *' a""r den naturliga ,~ . '1 ~ . 2 ' -- , 

b "ldn" B'K ' B*/B o av~, l.llgen av, ~ 'j , 

, , 

§.§ts 2.!2.7. Om Bl är "tt lineärt undorrum av Banachrummet B och Bl
o 

är ortogonaIrummet till Bl i Bit så är ortogonl1lrummet Bi 00 till Bi o i B 

l lika me,d slutna höljet B
j 

av Bi' 

, , 

fl att Bi 00 -:>B j , Låt nu x e'B men x 4:: Bl , Enligt Hahn-Banachs sats (sats 2,2.3) 

kan vi då finna r; E:-B* så att r; "'Bi o men <Xt r;> .;. o. Detta bevisar satsen. 

~~2'.ä att om man startar med ett underrum aTT B* ooh" tar dess orto-

gonalrum i B, därefter d.ettas ortogonalrum i, B* så kan man få ett rum som 
, , 

är större än höljet Ij,V dct rum man utgick från. (Se vidare paragraf 3.2.) 
, , 

slutet, ortogonalrurnmet tUl KT är WT'Jf ooh ortogonalru,mmet till WT är KT*o 

i1nmärkni~ Det är också sant att W
T 

måste vara slutet. om WT* är slute'G. 



) 

Vi kan emellertid inte bevisa det i'örrän i pA,;r.ngrttf ,.2. 
, , , 

Enligt Banachs sats har då T en begränsad invers S, 0.11 ts! 

Detta medför att 

, 

) varför WTiI ~ Bt ooh~,. ~ [o} • 

I det allmänna fallet kan vi skriva T = T,T
2

T
i 

där T
i 

är den natur-

) liga avbildningen av Bi på B1/KT ? 2
2 

är den en-entydiga avbildning av 

B/KT på WT som induoeras ttv T, och '1'3 är den naturl:Lga avbildningen av 

WT i B2 , Vi får då 'lY#- u Tt T{ Tr ' där ':.7; är inklusionsavbildningen 

av !CT o i Bt ' T; enligt första delen av bevise'h en en-entydig .'wbildning 

-;tf o o , If ;( ! o av B21 WT på!CT snm:b 1'3 är knnoniska avbildningen av B2 i B2 WT ' Hä:::-av 

följer genn.st att WT If = K'1' O och att K
T

,!(, ~ W
T 

o, vilket bevisar satsen. 

Öv:ning. Visa ",tt om 'l' E I,(B
i

, B2 ) har ändlig rang så hr;r '1'* ändlig rang, 

I nnslutning till övningen bevisnr vi följande mindre tr1.viala sats. 
, , , 

Sats 2.5.9. Om TE:L(B 1 , B
2

) är fullständigt kontinuerlig så är T*full-

ständigt kontinuerlig. 

Lemma 2 f 5d.Q.t. Om TEI,(B
1

, B
2

) är fullständigt kontinuerlig så fjnns en 

uppräknelig 'tät delmängd av W
T

• 

, 00 

Jl~vis t Låt A = 1. 'fx I /I x 11 1 ~ i} . Vi hf1.r WT .. U (nA). varför det räo-
1 

ker att bevisa. att A och alltså nA innehäller en uppräknelig tät delmängd. 

Detta följer av att A är relativt kompakt. ~'ör till vClrje n kan man finna 



} 
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varje YEA finns något k för vHket II y-yk ll
2 

< i/n. I annat fall kunde 

vi nämligen finna en oändlig svi"!; y,,:~-t&: att, II Y" '-Yk II > i/n om j ~ k, 
J J % • 

vilket st:t'ider mot existensen aven konvergent delf'öl,id. Om vi för 
, .. 

n .. i, 2, ••• söker upp sådmm pilll.kter Y"~ •••• , Y;(n) så bildar mängden 

av alla så erhållna plmkte3~ fon uppräknelig tät delmängd av A, 

~. 
~s för sats 2.5.9. Låt 'fln vl1ra en föl;jd av element i B2 med 

II l1n ll 2 ; 
, , 

1, För varje fixt y EB
2 

kan vi finna en delfÖljd 'rl~ så att 

(2.5.4) lim <y, '0 > 
k..." 00 ~ 2 

existerar. Med Cantors diagonalförfarnnde krm vi välja delföljden så att 
, , 

gränsvärdet existerar f'ör vflr,je y i den täta mängden i lemma 2.5.10. Då 

existerar gränsvärdet (2.5.4) för varje YEW'r' Vid beviset flV detta kan 

vi för att förenkla beteckningarna anta D:et nk '" le. Om y", W'r ooh yl äli' 

i den täta delmängden i lennna 2.5.10 har vi då 

< llia I<y' ,'rl > -
~ n 2 
n,ill'7Q) 

<y' .'rlm>21 + 2/ly-y' 11 2 ~ 

= 211 y-y' 11 2 

Då y' kan väljas så att II y-y' 11
2 

är gOdtyckligt litet i'öljer "tt g:r.äns-
, , 

» värdet (2.5.4) existera:!:' rör varje YE:W
T

, 

Om nu T It 7j inte vore en Cauohyf'öl.id så kunde vi finrta sviter n. ooh n j{ 

~ av hel tal som --'.3> 00 så att för något; c > O gällel~ 

IIT"l1 - T~7j "1 > 20 för alla k. 
~ fik " 

Vi bm välja xk EB1 så att Ilxk!l1'" 1 ooh 

I ~ " I <xk ' T 11 .• T 11m. >1' > O > O för alla le. 
D1, K 

Ur följden T~ kan en konvergent delföljd utväljas eftersom T ä:r. fullstän-

digt kontinuerlig. Vi. kan anta beteokningarna flå valda att följden konverge-
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rar utan urval. Låt TXk -;;. y E: WT • 

T*T)~)11 ~ l<'l~~-Y I 

Dä få.r vi 

Detta ger en motsägelse som bevisar att T*n 'konvergerar,' 
n 
, , 

Vi kan nu ge ett nytt hevis för sats 2.4.10. Av Lemma 2.4.11 följer 

nämligen att kärnan för T+ A K h[>,r ändlig dimension och att värdeförrådet 

är slutet. Men ortogonal:J:'ummet till värdeförrädet är kärnan för T*+). K* 

J ooh har ändlig dimension enligt lemma2.4.11 eftersom ~'*har ändligt 
I I I I. 

index (sats 2.~.8) och K* är fullständigt kontinuerlig (sats 2.5.9). 

) Alltså har T+),K ändligt index, och 8a1;8 2.4."10 följer då genast av sats 
> , > 

, , 

2.6. Hl:..lbortJ;:lJ]l.!. Vi skall hara ge nägJ.'a enkln satser 80m har anknytning 

till den teori som vi genomfört för Banaohrum ooh hänvisar till en lärobok om 

Hilbertrum för mera speoifika resultat, t.ex. spektralsatsen för självad-

jungerade lineära transformationer. (Se t.ox. Gårding, Kvantmekanikens mate-

matiska bnkgrund.) 
, , 

Definihon .2.6.1. n:tt Banuchrum H över lJ knllns ett Hilbertrum om det 

existerar en funktion (x, y) från H.)<H till komplexa talen med egensknperna 
, , 

(2.6.1) 
, , 

(2.6.2) 
, , 

(x1+ x2 , y) ~ (x1 , y) + (x2 , y) I Xi' x 2 , YE-H, 

(ux, y) '" a(x,y) I x, y",H, a ",t, 

(x,y) ~ Ty,' x), 
. 

sil. att (x, x) m II xl/ 2 • 

Qvning,Visn att om (x, y) uppfyller (2,6,1) -(2,6,3) och (x, x) ~ O 

för varje x så ä.r (x,x) 1/2 en seminorm: 
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På grund av övningen kan mnn också definiera ett HilbertrUlll som ett 

vektorrum i vilket fim1s definierad en form (x, y) med egenskaperna. 
. , 

(2.6,1)-(2.6.3) (milli kallar detta för en sesquilineär form) så att (x,x»O 

då X .j. O oeh. :rummet är .fullständigt med normen (x,x) 1/2 ~ 

på vanligt sätt visar man Cauohy-Schwarz' olikhet 
, 

I(x, y) 12 < (x, x)(y, y). 
~ 

Den lineära formen x->(x, y) har därför normen Ilyll • Vi slmlJ. beyisa .. , 
.§jtts 2.64 .. Varje kontinuerlig lineärform på II kan på ett (och endast 

ett sätt) skrivas i formen 

x'~ (x ,y) 

(lär yEH. Den lineära formens norm är Ilyll. 

Det gäller tydligen bara att bevisa existensen av ett sådant y. Detta 

kommer att följa nv ett allmännare resultat om topologiskt supplement till 

ett underrum som vi nu skall bevisa. 

» Låt G yara ett slutat undel':t'um av H och sätt 

GJ:.", {Xi x":;'H, (x, y) '" O för a1la ~EGt 
) Då. är G.1uppenbart ett slutet underrum ooh an aj., ~ i ol • Vi skall bevisa 

, , , 

Sats 2,6.:2 ~ .varje element x EH kBJ1 på ett och enrlast ett sätt skrivas 
, 

x", y + z med YEG och zEG.L • MFtn haJ.' Ilxll2~ II Y1l2+ II zll2 I varför R ä:r 

direkt topologisk summa av G och GJ- • Man kallar G,L för ortogonala komple-

mentet till G i H. 
. , , .--' , 

jJemma 2,.6.4, Låt :X:Ell och sätt d '" inf II x-yl! • Då existerar ett y <:s G 
YEG 

så att d", II x-yl! • 

:!iev;!,s. Tag en sYit y E: (} sil, att /I x-y II--»d.. Det räcker att beyisa att -, n n 
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följden mäste konvergerr>. Om zn ~ x-Y
n 

hll,r vi (enligt di agona.ls a.tsen L ) 

II z -z 11
2

+ II z +21 11 2 
'" 2( II zn112+11 10m II 2), n m fl m 

vilket ocksä kmt skri'vas 

IlYn-YmIl 2
" 211 x-Ynl/2+21IX-YmI/2' - 4/1 (x-(Yn+Ym)/21/2 ~ 

< 2lJx-y 1/ 2+2/1 x-y /I 2_4d2....;;.. O. = n m 

(Här har vi använt att (Yn+Y
m

)/2 e: G, alltså bara konvexiteten av G.) 

Detta bevisar lemmat. 
, , , 

Bevis för sats 2.6.3. Om x ~ Y+z, med YE G och z ('.GL så .får vi 

(x, x) ~ «y+z),(y+z» ~ (y ,y) + (21,10) 

eftersom (y, z) m (z, y) M O. Det enda som återstår (,.tt bevisa är där.för 

att varje xEH kan skrivas i denna .form. Välj där.för y enligt lemmat. 

För varje 7] € G är då, om vi sätter z = x-y 

all tall. 

Om vi ersät'cor 7] med t7] där t är e'tt godtyckligt komplext tal så skall 

J. detta fort.fClrande gälla, vilket ger (,tt (z, 7]) " O, alltså Ze G • 
, , , 

Bevis för sat,q .. 2.6.2. Låt L varl't en kontinuerlig lineärform på H. 

Sätt G ~ i XI x E H, Lex) ~ O} • Detta är ett slutet underrum av oodimen-

,donen 1 (utom i det triviala faJ.let då L M O.) Det ortogoi.all~ komPlementet 

är dl\. ett underrum av di.mensionen 1. Tag y .J O j, komplemen tet. Då har den 

lineära formen TJ ooh formen x·-':!> (x, y) samma nollstälJ.en, näml:!,gen Gp 

vUket med.för att L(x) u a(x, y) ~ (x, äy ) för lämpligt komplext a. Satsen 

är bevisad. 
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Dualrummet il 1+ tEl II kan alltså identifieras med Hi identifierings-

avbildningen är isome·Grisk och n.ntilineär (dvs. skalärer konjugeras). 

Det är klart att ovanstående resultat gäller också för IIiibertrum 

över R. 

K 11 P i t e l III 

, , 
3.1. Defini tionel Q9h huvudslotser. Antag att vi hllr en familj av semi-

normer po: i ett veJctorrum E, där a genomlöp<,r en viss indexmängd A. Mon 

kan då definiera en topologi i E på följande sätt, En mängd O kallas en 

omgivning till :le om det existerar ett ändligt antal serninormer p ,j = 1, 
O:j , . 

• • . , J ooh ett e > O så. att 

P,t (y-x) < E: för j ~ 1 , " •• !} J ~ Y E- O. 
j 

En mängd kallas öppen om den iir en omgi.v.ning till var och en av sina punlc-

, 
ter. Det inses genast att aJC:Lomen för 8tt topologiskt rum är uppfyllda; 

topologin blir separerad om och end.ast om hU varje x .J O existerar nägot 

I denna topologi betyder lim :len ~ x att p (x -x) -"Y- O då n-'l> ro för ex n 

varje et E A. Det slutna höljet M -till en delmängd M av E är mängden mr alla 

x €: E sådana att varj,~ omgivning till x skär M. O"bservera att ef'te:esom omgiv..; 

ningarna till en punkt ini;e behöver ha upprälmelig bas behöver det inte exis-

tera Ill!.gOl1 följd av elem"nt i M 80m konvergm:'ar mot x. 

Samma topologi kall givetvis (Jeksll. definieras med sndra system av semi-
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normer 

Övning. Vis/1, att seminormerna Pa: defi.nierar en starkare topologi än 

seminormerna q f om och endas·t om vl'.rje ql kan uppske.ttas med summan av 

ändligt mänga p 
er. 

Det är klart att omgi vningllrna till :Jr. 80m dennieras av 
, , 

{Yl P (y-x) < e, j m 1, ... , J'5 a:
j 

alla är konvexa. Detta motiverar följande definition: 

pefinition 2.1.1. Ett vektorrum E.med en topologi definierad aven 

familj av seminornIEJI' kallas ett lokal t konvext vektorrum. 

Eftersom varje seminorm p uppfyll Gr o1ikhoten 

Ip(x) - p(y) I < p(x-y) 
= 

sä är p kon:dIinuerlig om och endast om d,,,t g/ir att finna C ooh a
1

, •• ,a.
1 

sä att J 
p(x) :s C :E. 

1 

Härav ooh av övningen OVi1n inses att topologin Z'" som d.efinieras i1V 

y seminormern/t p o< är identisk med dan topologi som definieri1s av alla semi-

) 

normer som är kontinuerliga 1 topologin 1::-'. 

},llxempel. De konUnuorliga funktionerna pil. (-00, +00) bildar ett lokalt 

konvext rum med seminormernn Pn(f) '" sup If(x) I, n w 1, 2, ••• Motsvarande 
Ixl~n 

topologi är topologin /tv likformig konvorgenr, på vnrje kompalet mängd .• Denna 

topologi kM inte definierns med on ond n. norm II f II • För dll. skulle det finnas 

för alla 11 och de'tta knn inte gälla för l111a kontinuerliga funktioner f. 

Klassen av normerade rum är Dl1 tall. tör restriktiv tör ntt täcka det·ta enkla 

exempel. 
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Om vi har två lokalt konvexa rum B och F med topologier deHnierade 

respektive av seminormerna Pa och q(l 8:1 innebär defi.nitionerna att en 

lineär avbildning T av lE in i :P är kontinuerlig om och endast om till 

varje f går att firma ändligt många seminorrner Pa
1

' 

konstant C så att 

k 
q~(TX) $ C E-

1 
PIY..(x), xE'-E. 

J 

II ... , Il och en a k 

Om F är ett underrum av det lokalt konvexa rummet E sil. definierar 

inskränkningen av seminormerna p till F en lokal·t konvex topologi i P ·cx 

ocksIl.. Vj. har nu oID(ldelbc.:rt olika vctriantc,r av Hahn-Bn.nnchs on'(,s, 

§JJJ.!L..L.h2._ Om F är ett lineärt underrurn av E så består F av alla 

x E]J sårl1ma att f(x) = O för alla kontinuerliga lineärforrner f som försvin-

ner på P. 
, , 

~ 1.1.2. Låt F va:ra ",tt undr,:crUIa ,:ev B och f (m kontinuerlig lineär-

form defin:i.erD.d i F. Då cxiste:c,,,-r en kontinu"J-,lJ.g l:Lneärfonll f.1 på E som 

j sarnrnanfaller m<od f pli F. 

fl kontinuerlil? lineh'form på E 80m försvinner på F men inte i x. Att x<j:: F 

betyder att vi kan finna en seminorm p som är summan av ändligt .mänga Po; 

och ett e > O så att p(y-x) < e rn€ldför att y<}..F. Av so.ts 2.2~3 följer dä 

att vi kan finna f kontinuerlig i dEm topologi som definiers.s av den enda 

seminormen p så e:bt f förrlVirmer på F .men inte i x. Detta bevisar satsen. 

Beviset för sats 3. i.) är lika trivialt och kan ute1.ämn.p.s. 

De satser i paragraf 2.3 som berodd" på Baires so:ts går inte att över-

föra till allmänn.a loknlt konvexa rUIil. Vi inskränk€lr oss vid studiet a.v 

dessa resultat till UletriserbarD. x'Um. 
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Definition 3.1.4. Med en (translationSinv'"riant) metrik d i ett vek-

torrum menas en reell värd funktion med följande egenskaper: 
. , 

d(x+y) < d(x) + d(Y) 
;~ 

, , 

(3.1,2) 
, , 

d(X:) >0 och d(x) = O endast då :x: N O • . , 
, , 

Med avståndet mellan x och y menar man d(x-y). Enligt (3.1.2) beror 

detta symmetriskt på x ooh Y' och enHgt (3.1.1) gäller triangelolikheten. 

(Observera däremot att villkoret (2.1.2) i definitionen aven norm har 

uppgivi ta.) En metrik definivrar en topologi på vanligt sätt: O kallas en 

omgivning till x om det finns ett E: > O så. att d(Y-x) < e medför Y€: O. 

Sats 3.1.5. Ett lokalt konvext rum är metriserbart om och endast om 

topologin kan definieras med ett uppräkneligt antal seminormer ooh är sepa-

rernd. 

Bevis. a) Nödvändigheten. Att topologin måste vara separerl1.d är klart 
. , 

på grund '1.V krcwct (3.1.3) på en mdri!<:. Varje omgivning till origo inne-

håll er en av omgivningarna V ~l:X:; x.,.E, d( x) < 1/n}. Om topologin i E 
n 

kan definierf1s av semi.normerna p så. kan vi till varje n finna en positiv 
et 

lineä.rkombination pen) av ändligt många Pet så. att 

p(n)(x) < 1 7> x E V'n' 

Varje omgivning till origo innehåller alltsä en omgivning av formen 

lXI p(n)(x) < 1 J. sominorlllerrll\ pen) definierar därför topologin. 

b) Tillräokligheten. Låt p vara serninormor i B, n m i, 2, 
n 

antag att p (x) ~ O för I1lla Il medför att x m O. Sätt 
n 

,f o" 

... ooh 



Då är O < d(x) < l ooh d(x) ~ C endast för x ~ O. Nu är funktionen 
= ~ 

fet) - t/(I+t) - l - 1/(I+t) 

för t > ° en växande funktion ooh fe t)/t avtar'. Alltså har vi då s,t> ° 
'" 

f(s)/a ~ t(s+t)/(s+t) , f(t)/t :> 'f(8+t)/(S+:I;) .. 
vnket ger f(s+t) ~ t(s)+f(t) oftorsom tCO) '" O. Alltså får vi att 

d(llJC) < d(x) då lal < 1 mo(l Hkhot då lal '" 1, och att d uppfyller 
= " , , 

) (3.1.1). Det återstår barl} att visa att d definierar samma topologi som 

seminormerna. Detta följer [watt 

d(x) < e2-
N :::9 p (x) < ,z/C 1-E), n < N. n ~ 

Detta bevisar satsen. 
, , , 

;Q§finition 3.1.~._ Ett metriserbart rum E kallas fullständigt om för 

vrlrje följd le E FJ med x -x·_> O d.å n och m--';;> 00 exi8terar (;tt xE.E så att 
n n m 

Xn-x -,>0. gtt lokalt konvext, metriserbart och fullständigt vektorruUl k,,-l-

las ett J!'rechetrum. 

I ett Frecht)trllm gällor 'Bair.'Gs sats med. samma ·b'evi.s som ·tidigro:ei 
, , 

Sats :2 !t 1 ,/'CJ! (Baires sats) IJåt E VQr,~ ett Pr0chet:rllm och Fln slutna 

00 

delmängder av E som alla. r.;aknar inre punkter. Då har l) Fn inte he"Iler 
1 

någon inre punkt. 

SOUl förut kan man d.ärför definiera begreppen mängd av första ooh andra 

ka tegorln i Preohetru.m" 

:&l.1f.em:ee1 ~. De'~ existerar en analytisk funktion i" enhetsoirkeln vars deri-

vstor alla är kontinuerliga i den slutna ei.'rke:"n DIen SODl har denna som natur~ 

lig gräns. (Jämför ex"mpel 2 sH 27.) 
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]?evis '. Låt F vara rummet av alla analytiska funk:tioner i enhetaoir-· 

keln vars derivator är kontinuerliga i den slutna cirkeln och med semi-

normerna p (f) N sup I DO: f I (där nrx betecknr.~r· en godtyoklig partiell dori
o: 

vata). Man inser gonast att F är fullständ.igt, all tså ett Frechetrum. 

Beviset blir i fortsättningen en upprepning av beviset för exempel 2 

sid 27 och lämnas åt läsaren. 

Exakt som i paragraf 2.3 följer nu att Banachs sats och satsen om 

den slutna grafen gäller i Freohetrum •. Vi upprepar inte formuleringarna. 

Däremot skall v:l. diskutera Banach-Steinhaus' sats närma.re, 
, , , 

Defini tion .2.1.8. En mängd A i (let lokalt konvexa rummet E kallas 

begränsad om till v'tr,je omgivning V []N O i E existerar ett tal a > O så 

att A C aV. 

Om man för V tar den omgivning som definieras av olikheten po:(x) < 1 

så f/l;r man att p (x) < a då x lE A, Härav inses genast följande sats: o: . , 
Sl1.ts 3.1.9. A är begränsad om och ondas·t om PIX(x) är begränsad då 

x EA för varje fixt rx. 
. , 

I ett J3anaohrum betydElr alltså derini tion 3.1.8 att en mängd är begrän· 

sad om elementens rLormer bildar en begränsad mängd. 

Definition 3.1.10. Låt E och F vara lokalt konvexa rum. En delmängd 

H av rummett(E, F) (tV kontinuerlig'a lineära avbildningJJ.r åv E in i F knl-

las ekvikon·tinuerlig om Ull varje omgivning V av O i ~' existerar en omgiv-

ning U av O l. E så att u(x) EV om uER och xE:U. 

Speciellt medför detta. I1.tt för varje fixt x ~E är ~u(x)! u G-H ~ 

en begränsad delmängd av F. Omvänt gäller 
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Sats;! 1,11. (Banaoh-Steinhrl"O.s) LM E vara ett ~'r6(;hetrum och F ett 

lokalt konvext rum. Om H är en delmängd av L(E, p) sådan att [u(x); xE Ii} 

är begränsad för vo.r.1e fixt xEB så är H el:vikontinuerlig. 

13evis~ Låt "Il vm:-a en omgivning av O i ~'; vi kan anta att V är konvext 

slu·ten och symrletrisk. Låt T ~ -Lx; x E'l~, u(x)E: V för alla ue.R} ~ Då är 

T konvex, sluten och sy',metrisk. Pör vm'.'je xE:E gäller vidare att xEnT 

} för något hel tal n. eftersom bilderna av x bn.dar en begränsfl.d mängd. 

Alltså har vi 

00 

U n~' '" E. 
1 

Enligt 13airf'o sats har då nT. en inre punkt för något n, vi.lket medför att 

'l' har en inre punkt. Eftersom 'r är konvex och symmetrisk mäste O vara en 

inre punkt (se t. ex, be'visl't för Bc.mtchs sats). Alltså är T en omgivning 

till origo, vilket visar att il är (m Elkvikontinuerl:Lg mä.ngd. 

Det var endf'.st i. sista delen av bevi.set som det använ.des att E vax 

ett Frechet;rum. Satsen gäller därför ä.ven. om E bara är ett "tunnrum" i 

mening ew :följande definition' 

J2efi~i tio&~~g .. !. En konv,~x, symmetrink, sluten mängd T i ett lokal t 

_~Ji:~ • 
konvext rum E kallas för en tunna om för varje 'x)finns ett e > O s ... att 

lSX tE. T. Man kallar l!': fö:\.' ei; t tUJ:Ul.J.'UID om varje tunna ä.r en omgivning till 

origo. 
, , 

Vrtrje Freohetrum är allts/\. ett tunnrum och sats 3;1.11 gäller Doks&. 

om E bara är ett t'tmnrum, 

•• 

och om unE. 1,(l!':,F)_ är pu.nktvis konvergent, 1.1. (x)-,,>· u.(x) för varje Je E.E, all. 
n 
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Vissa av de viktigaste rummen i distributions teorin är tunnrum men 

inte Freohetrum, varför den allmännare formen av Banaoh-Steinhaus sats där 

har ett visst intresse även om mo.n i praktiken lä'et reducerGr sig på fal. 

let av l<'reohetrum. 

, , 
:;.2. ~ga tOPo,lPAi:.!U:.t. Vi har nu en terminologi ~om lämpnr sig för ett 

fl noggrannare studium av dualite't. Bortsett från de grundläggande definitio-

nerna inskränker vi oss huvudsakligen till att betrakta Bo.naohrum. 
, , , 

neär form pli, F;x. G, dvs, en komploxvärd funktion som är lineär i x (resp. y) 

för fixt y (resp. x). Man säger att formen sätter F ooh G i dualHet om 
, , 

0.2.1) <x, y> ~ O för alla YE.G medför x •• O, 
, , 

<x, y> " O för allo. xEF medför y ~ O. 

EJr~Jl,2.:)."'!, Om E är ett lokalt konvox'G sepe,rerat rum och E* rummet 

av de kontinuerliga linoärformerna på g så är E ooh E* i dualitet, 
, , 

eftersom Hnhn-Ba."l.~.ehs sats medför (3.2" 1) • 

Med hjälp av dunliteten knn man införa en loknlt konvex separerad 

topologi i F ooh i G: 
I •• i 

Definition.3.2.2. Om F och G är i duulitet med bilineärformen <x, y) 

sä knllnr mnn den lokal t konvexa topo logi i F som definieras nv seminor-

merna 

F '" Je '-..,. I<x, y> I 

med y E G för elon svaga topologin i le och betecknar den med .::r(F, G). 

Defini tionen medför a.tt lineärformernn x-;.. <x, y> blir kontinuerliga 

i den svaga topologin. Å n.ndrrc sidnn gäller 
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. , . 
S!J:.!p 2.2.J.i Varje lineäri'orID på F som är kontinuerlig för cr(F. G) 

kan för ett och endast ett YE·G skrivas i formen 

x --0> <x, y>. 

Man kan all tBÅ. identifiera G med dualrummet till F med avseende på den 

svaga topologin; analogt är F dualrumm.et till G. med avseende på d( a, F). 

Bevis för satBel1;. Låt L vara en lineärform på F som är kontinuerlliJg 

i den svaga topologin. Då existerar ändligt många Y
t 

E:G och en konstant 

c så att 

n 
II.(x) I < C 

::.": L 
1 

Alltså är I,(x) ~ O OUl Je ti.llhör dc,.t rum av iindlig codimension som defi-

nioras av ekvn tionerru), <x~ Y
j
> m O, i ~ 1,. ..... , n. Betecknar vi detta 

rum med. N så är P/N ändl:Lgrlimonsionell t och lineärformerna <x, y. > inducerar 
l. 

lineäri'crmer i F'/N mod origo som enda gemensamt nollstä.lle, Den lineäri'orm 

i ~'/N som J.nduceras av L är därför on lineärkombinn.ti"n av dessa; vilket 

bevis2.l:' satsen .. 

Vi.skn11 nu speciellt intressera oss för dualiteten mellan ett 
. 

Banaohrum B och d.ess dualrll.m B 7f .. 
. . , 

Sats 2~2.4' Om I!n är en följd i B* sådan att <; -I; ~ O 1. er (B'\B) n m 

Bevis, Enligt förutsättningen gå.r <x, e > - <x, l;. > mot O då n,m -1l> ro . n ffi 

för varje fixt xE::B~ Enligt Gauohys konvergensprinoip existerar därför .. 
gränsvärdet L(x) '" lim <x, e

l
/ och enligt Corol1arium 3.1.13 är L en 

n." ee . 
kontinu{~rlig lineärf'orm. Dettrl bevisar se.tsen. 

Betydlig·~ svårare ä:t' följande sa ta (Tyohol1ov)·. 



, , , 

Sats 3.2.5. Om B är ett Bmlt1.chrum så är cnhetsklotot i n If , 

Bevis. Om m(~n inte hrer nägra inskränkande förutsättningar på B så 

kräver beviset f H terbegreppet eller något ekvivalon t. Vi skall använda 

dettn. implioit och börjar med att erinra om vn.d 80m menas med kompakthet. 

Ett topologiskt rum kolln.s kompakt om ur y.n.r,je öppen övertäokning 0a 
, , 

(dvliI. familj av öppna mängder 0a med U 0a likn. med hela rummet) går att 

väljn. en ändlig övertäokning. Genom n.tt övergå till komplementärmängder in--

ser mn.n att detta är ekvivalent med n.tt om F är slutna delmängder ooh 
a 

n F a m j6 (tomma mängd on ) sil. f:i.nna ändligt många F a med tomt genomeni tt. 

Genom negn.tion får vi slutligen följande i beviset praktisk[t definition I 

Ett topologiskt rum kallns kompakt om för vn.rje system ']:' av slutna 

delmängder Fa sådana "tt ändligt många Fet alltid har ioke tomt genomsnitt 

gäller att () F (.~. 
et et 

Låt nu T Vara ett system rtV delmängder F a avenhetssfären i n* 

som är slutna för -il' if (n , B), ooh antng att genomeni ttet av ändligt mänga 

F et aldrig är ~tJln", Moll mwitndning av Zorns lamm" inser IIlfln gemtst att det 

existerar ett system Y;' av mängder met'. Snmll\/). egens""'k'~N Mr. Il.tt 7-' :::> F 

men inget system med de önrlknde egenskftperna omfattar ']"'. Vi skall visa 

utt (] F består aven - och endast en - punkt. 
Fe:1" 
Observera först att genomsni ttot av ändli.gt mångs. mängder ur 'F t 

också tillhör T I för n.nn"rs kunde man utvidgct -;: t genom att tillfoga 

ett sådrmt g(momsni tt. 

JJåt nux vara ett fixt eloment i B. Vi skall vis.'t att det existerar 
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ett och endnst ett tal a sådant att skivan 

råkar varje F f: l" för vnrje e > O. Beviset består nv två delnr: 

1) Existensen :W tnlet a. Om inget sådant t".l " existerar kan vi en-

ligt Borel-Lebesgues lemma övertäcka cirkeln I z I < II x II :l. komplexa tal-
'" 

planet med ändligt många cirklar i z; Iz-a j ' ~ Ej ~ så att till vn,rje j 

J finns ett F,i E I, för vilket I<x, 1;> - ,,) > ej då. 1; EP j' Om I; tillhör 

(IF. ef T l så är därför I<x, 1;> I > II x II vilket strider mot antagandet 
J 

ft att n F j inte är tom eft",rsom II i; II ~ l, Alltså existerar ",tt 1.1. med den. 

önskade egenskapen. 

b) Entydigheten av 1;1.1. let n. Om n har den önskade egenskapen så måste 

alla mängderna 

tl;, 1I1;11~ 1, I<x, 1;> ". al ~ 8}, 8> ° 
tillhöra T'. Elft,n~som T' är maximal. Men två sådffila mrJ.ngder med 

olikn a och tillräckligt små e har ett tomt genomsnitt. 

y ( ) Vj. skall nu visa att avbildningen X-'? a x är li.neär. Vi obser-

verl1.r därför ,"tt skärningen :w enhotsklotet med rniingderna 

) fl;; I<x, 1;;> - a(x) I ~ d och t 1;: I<;r, ;;;> - ,"(y) I $ lO: 1 
tillhör 'J' enligt b) ovan. J denna mängd är emell.rartid 

Allts&. måsts a(a:x+f>Y) w aa(x)+('>a(y);, vnket visar linear:l.teten. DIl. det 

är självklart att IIl(x) I < il x II så är alltså a ett element av' enhehklotet 
, ~ 

i :8*.' Vi betecknl"..r det med 1;;0.· Om F tE T' dm :X:
j 

är ett ändHgt antal el 0-

ment i :a. c j > O, så tillhör skäx:ni.ngen av :If med skivorna 



) 

hl 1<)(., 1;> ~ ()(., ro>1 ~ eJ' 1.. 
oJ J .) 

ookså syai:emet T t, är "n tsä inte tomt. Dä.rför tillhör (;0 det 

slutna. höljet nv F och eftersom F är sluten ml1ste I;OE F.· Sa.tsen är 

därmed bevisa.d. 
o o 

Yi sknll nu diskutera. ettfl1J.l där bevise't för sats ;.2.5 är 

mern. elementärt. 
, o • 

1!..\lf.:j..n:.i tion ':;.2,,6. B kallns separabel t om det finns en uppräknelig 

övorallt tät delmängd av B. 
o , • 

Sats 3.2:l.r. Låt B Vara separabelt ooh )(1' )(2' •.. en tät delmängd 

av B. Då definierar seminormerna 
o • 

o 

sa.mma topo log~. som if (B ~ B) på enhetsklotGt :l n*. 

Bevis L Det räcker att bevisa ntt rlen topologi som definj.era8 fLV 
. , 

-If 
o-(B , B) är SVftgare än den som definierfLs av seminormerna (). 2.3) på 

enhetsklotet. Låt O v~ra. en delmängd ~v enhetsklotet ooh 1;0 en punkt i 

detta så att O är en omgivning till ~O i topologin som induoeras a.v 
, o, 

( * ) , . er B ,n • Detta betyder a.tt man k::m fl.nn" y l' ••• , YN €ö- B ooh e;. > O sil. "tt 

. , . 
Yälj nu .för varje k ~ 1, .... N ett index jk så att II Yk-Xj II < "'/2. 

k 

nä är I<Yk-x
jk

, 1;-1;;0> I < e; om /II; /I i 1, va.rför 

I;;€-B*, 1I1;;IIi 1, I<x
jk

, 1;-1;;0>/ < ~, k .. 1, 

Detta bevisar satsen. 

Kombination av satserna 3.2.5 och 3.2.7 ger 
, o , 

... , 

Sats 3.2,8. Enhetsklotct i dualrummot till ett separabelt Banachrum 

,,' 
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) y 

är ett kompakt metris<,'rbl1rt rum. i topologin o1n*, B). 

Kompaktheten kan emellertid här bovlsas mera elementärt. På grund av 

motriserbarhA.ten räcker det nämligen att vi.sa a,tt v;.,rje följd av element 

i enhetsklotet har en svagt konvergent delföljd, och en sådan kM man välja 

med Cnntors diagonaJ.förfa:l.'ande. Vi lämnar 80m övn.ing o;tt utföra detta bevis. 

ExempeL. :För LP rummon mod 1 < P < OJ ooh för rummet aV alla mått med . ~ 

tillhörande svttgr, topologier följer viktiga urvalssatser i analysen av , 
, , , 

sats 3.2.8. Skriv upp dessa som övni.ng. 

Vi skall nu bevisa en viss omvändning till de föregåend.e satserna. 

Vi behöver först en hjälpsats om vektorrurn i dunlitet. 

Låt F' och G vara två vHlC'torrum i clunli tet med hilineärformA.n <x, y). 

Låt KCF vara konvHx och roturl1d, d.vs. antag rett ax EK om xEK och l1.€-ll , 

111.' < 1. Sätt 
'" 

Mo'n k 11 KO $'" l KO 1 t d " 11 .ar Lor]lo aren till K. Det är klart att är ]convex, ro ,ora . 

och slutHn för 6(G, F), Alltså är KOO sluton för cr(F, G) ooh innehåller 

K. Av HoJm-Ile.nachs sats följer nu (jämför sats 2.5.7) 
, , . 

) .!lats ).2.2J,. KOO 
är d.et slutna höljet av K i topOlogin d"(F. a). 

~!is. Antag att Xo inte tillhör det slutna höljHt av K. En1i.gt 
, , 

Hahn-Banachs sats (sats 2.2.2 som gäller oförändrad. i ett lokalt konvext 

rum) finns en l:i.neä.:eform f på :F som är kontinuerltg i if(F, O) säatt 

inf 'f(x) - f(XO)! ~ e > O. 
x €cK 

Eftersom x if K medf'ör ax <S K då I a I ~ 1 mås te 11'( XU)1 ~ /f( x ) I + e då 

x EK. a'imom mUltiplikation ay :f med lämplig konstant kan vi åstadkomma a·tt 
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sup !rex)! ~ 1 < !r(Xc)I. 
x EK 

Nu kan vi på grund. av d.an svaga kontinui teten finna y E G så att 
., , 

att xo Ej: K
Oo

• Beviset är f'ullbordnt. 
, , , 

Vi kan nu bevisa en omvänqning till sats 3.2.5. 
, , 

pata 3.2.10. Låt F ooh G vara två Banaohrum som är i dualitot med 

bilineärf'ormen <x, y>. Antag att 
, , 

IIxll .. sup !<x, y-> 1/11 yII , H;'~', 
o';'y a 

ooh att enhetsklotet i G är kompakt för <1'(G, F). Då kan vl'.rje kontinuer-

lig linoärform på F skrivl1s x ~ <x, y) med lämpligt yE a, och formons 

norm ., "y II • 
, , 

J3'fvi~ Av (~.2.5) följer att lineärformen x ....;;.<x, y) är kontinuGrlig 

och att dess norm är högst II y" . Vi kan därför uppfatta G som ett under-

, , 

för alla yE KS enligt (3.2.5) lika. med (mhdsklotet i F. Om vi använder 
, , 

sats 3.2.9 pil de två rummen ~' ooh F * som äl:' duali tat så följer att enhets-

klotet i F·jf. är det slutna höljet i topologi.n er (F -n; F) av K. Men onligt 

förutsättning är K kompakt i <len topologi som indu.oer,;,s på K av er(F*, F), 
, 

vilket medför att K är sluten. Alltså är K lika. med enhetssfären i F~ 

1<: '* vilket bevisar ntt a = F och /lt't G ooh F har snmmn norm. 
, , 

, 

enhetsklotet i B är kompakt för 
if 

C(n, B ). 

Vi BItall till sist stu.dera o mab and mellan svag ooh stnrk slutenhet 

ooh kontj.nuitet i B*'. 
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Sats 3.2j12.,En lineärform på B* vars restriktion till enhetsklotet 

i B* är'kontinuerlig för C) (B*, B) är kontinuerlig för eJ (n *; B) i hela 

B -:<- (ooh allteå av formen Y '4> <x, y> för något x E B). 

~fl.!!. Eftersom enhetsklo'tet !( Yl! i n ,X' är kompakt för 6(13'*,ll) 

är en sådan Hneärform begränsad på K ~ alltså kontinuerlig för den star-

ka topologin, Mängd.en av alla lineär.former på B * som på K* är kontinuerliga 

för CCn*, n) är alltså ett lmderrum Bi av B-.\'*. 

B c: B C n 'l/1( 

1 ' 

ooh Bi är slute't eftersom likformiga grällsvärdelIl av kOlltinuerliga funktio

ner är kontinuerliga. Nu ger if(B"', B 1) samma topologi som if (D ~ D) 
, 

på K *. För den ger självklart en minst lika stark topologi}men som alla 

lineärformer </;, y> med /; ED'
I 

är kon:tinuerliga på K'N' för o-(B *'. B) 

kan den. inte ge en strängt sta.rkare topologi. Alltså är enligt sats 
, 

3.2.10 dual rummet till Bi oc:kså lika med D~ Vore nu B';' Bi så skulle enligt 

HaIm-Danachs Hats finnas en kontinuerlig lineärform på Bi som försvinner 

pä ]l utan a1;t vara identiskt noll, vilket är orimlig'!;. eftersom denna. vore 
, , 

skalärprodukt med ett element i B?t. Alltså är ]l ~ ]l i' 

AllmÄnnare skall vi visa 

Sa:ca .2.,.2,12., Ett lineärt underrum iii av B* är Hlutet för 

om genomsni t tet mE,d enhotslr.lötat ii:;:, slutet.'· 

HUVtIdstaget i beviset är följande. lemma. 

Lemma 3.2.1:4. Om fÖ:l':utsättn:Lngarna i sats 3.2.1) är uppfyllda ooh 

ya är ett fixt element tF M, så Hxisterar en föl,id a11 olement :r.':Ii~B så att 

:Jr ~ O ooh av !<x", y-yO> I < 1 för alla n följer att y 4: M. n n ~ 
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, 

lliJvis. Sätt M ~ 
n t Yl y ~M, II y-yO" ~ fl ~. Antag att vi redan 

, . 
har visat att det finns ändligt många element xi' " •• t x eoB så att k . 

Vi skall visa att det finns element x k+
1

' ••• , x k+m lE': B så att 

I<xj • Y~YO> I < 1, 1 < j < k+m ''''9 y (j:M l' 
I!:I ma, !'ta' n+ 

och II xk+1 II ~ i/n •••• , II xk+m II ~ l/n. Antag att detta vore fel. Eftersom 

Mn+1 är kompakt för * 6(B • B) (då Mn+/(n+1) ~ Mi är en sluten delmängd 

aven 'kompakt mängd) skulle det då finnas ett y ~ Mn+
1 

så att 
, , 

(3.2.6) I<xj , Y-Yo> I ~ 1 för 1 ~ j ~ k, 
, , 

/<x, Y-Yo>! i 1 för alla x E B med 1/ xli ~ l/n • 
. , 

Av (,.2.7) följer att II Y-Yoll ~ n, alltså att y€Mn , men av (3.2 .• 6) följer 

enligt förutsättning att Y$Mn , Denna motsägelse bevisar påståendet. Genom 
, .. 

upprepad användning av konstruktionen erhålles en svit x 1 ' x 2 ' ••• med 

de önskade egonskaperna. 

Bevis för sats 2.2.1.1~ Sätt med föl.jden x som ges av lemmat 
n 

p(y) ~ sup !<Xn ' y>!. 
n 

Då är p(y) < C /I y II och p är all t sil. en seminoT:m j. D. Av TJemma ).2.14 
m 

) följer att Y
O 

har avstånd till M sora är ~ 1 med avseende på p, all te! 

tillhör YO in te det slutne. höljet av M j. den topologi som definieras av p. 

Av Hahn-Banachs sats följer då att det existerar en lineärform L pil. n* så 

att L(Y
O

) .. 1, L(y) ~ O dä Y E': M och IL(y)1 ~ p(y) för alla y (:n*. Efter-

SOm x ---4> O medför denna olikhet att restriktionen av 1 till enhetsklotet 
n 

i B
1t
är kontinuerlig för (J CD *, B), varför L är kontinuerlig för (j"'(n'"'; 13) 

enligt sats 3.2.12. Vi kan alltså finna xE,B så att L(y) ~ <x, y>, och då 

är <x, yO> '" 1 medan <x, y> .. O om yeM. Allta! är M sva.gt sluten. 
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Vi ka.n nu komplettera sats 2.5.8. 
, . 

starka topologin i B{' som definieras av normen). Då är Wp slutet, 

ortogonaIrummet till..K.r är VYT :/( och ortogonalrUJnmet till VIT är K,r,l(. 

lLevis. Som j, beviset för sats 2.5.8 kan vi reducera OS8 till fallet 
, 

då K'1'= rO J och 'liT är tätt i 13
2

, Då är K
T

", ",jo l , ooh vi skall visa att 

'liT'#: ~ 'l3 1'*Observera röret att eftersom WT ,)!, är slutet ooh ~* ~ ~o 1 så 

följer av Banaohs sats att det firms, en konstant C Bå att 

, 

L"t K* t 13* å .,. 1 vara enhe sk1.otet i 'I' J) är 

Den sista mängden är kompakt för 

11 E":B 2 ' lirlll~ d. 
(f(B; , 13'1) eftersom den är en kontinu-

erlig bUd aven mängd som är kompakt för (5' (13
2
* , 13

2
), (Den svaga konti-

it t h '1' # ["l' tt 1< '1'* >' < f" 1.1 d 1<'1' "I < nu e en os, o J er av a x, 1') 'II e or a a, 1'] me x, 1')/2' E: 

. 
vilket är en omgivning till origo j, VCB: p 132),) Alltså är W'!f\:K'; sluten 

för 
* . , 

G1'(B 1 ' B1), och av sats 3.2.13 följer nu ati; WT* är sluten för 

för alla 1'] E:B2 , alltså Tx m 0, vnket Hnligt antagandet ger x .. O~ Enligt 

Av uppskattningen 

I<x, T"'\l)11 .. I<Tx, 'rJ>21 ~ II Tx 112 II n 11 2 ~ C II Px Ilil 'J!l<\'dl i 
tär v:!, eftersom, WT*,. nr att 1/ xll

1 
~ eli Tx1l2. och eftersom WT är tätt 
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Till siat ger v1. ett exempel på " .. bt ioke reflexivt ru.m. Vi vet 

redan att rummet LP(E) där E är en mätbar mängd i ll.n med positivt mätt 

är ref'lexivt om 1 < P < ro. Däremot är det inte reflexivt då p .. 1. För 

dualrummet till L 1 (E) är 1Joo (E) och vi kan konstruera en kontinuerlig 

lineärform på 100 (E) pil. följande sätt. Lät Xo vara en punkt i E sMan 

att ingen omgivn:!.ng av Xo skär E i en nollmängd. och lP.t C vara den del

mängd av 100 (E) som bildas av restriktioner till E av kontinuerliga funk-

, 
tianex', Lineärformen 

har då norm < 1 och kan enligt Hs,hn-Banaohs sats utvidgas j.ill en konti-
~ 

nuerlig lineärform på 1 00 
• Eftersom vi kan f"inna en likformigt begränsad 

följd av funktioner f E- C så att f (xo) " 1 för varje n men f (x) -?> O då . n n n 

n ~oo för varje x ;. X o följer genast av 1ebesgues majorationssata att 
, 

ler) inte kan skrivas i formen S f g dx med gE11(E). Detta bevisar att 

L1 inte är refleXiv~ 


